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= Nåder behagat bevilja för utgifvandet af framlidne Professor H. 
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mycket arbete förenade hjelp vid utgifvandet, hvilken Docenten J. 
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bokens senare del, och till båda för arbetets prydlighet i typogra- 
fiskt hänsende. 
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Innehållsförteckning. 


KUERLTT SAN CEE o LETA Ö JG V LOTTER a Rabe ert dala ie) bis LA ie la AL elda 
Generella eqvationerna för en rätlinig yta . . . . . . . 
WEE FOCK V:KUTVOTNAS betydelser före allae Id ls RR få 
ROSIE ES ST FAT GGN UTE. end pi aln skaper See Seg oie  R NLS NA ad jrbeL Jie 
[INST ÖRAT Se RNA RSS RN Sa Pad Seg a ie US RV Be 


Normalen. Den af normalerna längs en generatris bildade ytan 
Mönarsökuing at Ad, ; Bi, Oj och dy; By, By ln a 
Rätliniga ytors indelning SE ÅKA sng SR RA é 
Svar på frågan: gifves det någon developpabel Vlad som ej är 
EEK UTA FE GRE ONES Sera SA Re ddE are SR el en Are Ida Lä fe a 


Afståndslinier . . KM FS EA ES ke 
SE HF ge ONE ERE Segt a PAR EA ES dn 2 AE NERE TS REA end ENE RA RR SE 
Geodetiska linier . . . ESSENS I de ÅS då 


En reglerad ytas böjning ride hennes utlidige generatriser . 
Evolutoider, evolutor, evolventoider, filarevolventer, rektifice- 
fande ytor och limer, cyklificerande ytor mma s . E 
Tangentytan.. Filarevolvent. Planevolvent . . . « « cv 
EDO EHstAvköiet i LtangentytAD — a «höe e RNA LER 
KORT GGTÄNGE TY VOTE. tri la es er le sel & EL 8 se 


PGA SEN 1 a rs GS GE KA JEVER Re 
KEneTltgATO TOM APO larry DAD loss os se HR Per de Er Nea SUL AA 


GNISI EI GETAN USM VLAKnE eo a ARE, se Le Mel nit Aer äg 


Den vinda yta, som bildas af en kurvas principalnormaler . 


fokus för Centra CUrvature .;,. . so co mr Ht os ba 
BLICK Y FORSK ETO KIIN SS]iDICTA 10 etsas a freden sn Fen bl sa 


saa 


2 AR 


|. 
Rätliniga (reglerade) ytor. 
Generella eqvationerna för en rät linie äro 


EE ARV fört AT IS 
Öl Cos Cos n 


eller, om man använder beteckningarna 


COR 
b= Cosm , 
e=Cosn ; 


SEEN AD AGE 


ad b Ce 


De i dessa eqvationer förekommande a, Pp, y äro koordinater 
för en punkt, genom hvilken linien är dragen, och a, b, c bestämma 
hennes lutning mot axlarne. Låter man nu «, p, y variera, men 
a, b, ce förblifva- oförändrade, så innebär detta, att icke allenast 
den med nämnda koordinater betecknade punkten, utan i allmänhet 
också linien ändrar sitt läge, och detta så, att hon flyttar sig par- 
allelt med sig sjelf. Underzgå deremot a, b, c förändring på 
samma gång som a, 3, y, Så ändrar linien också sin lutning mot 
axlarne, under det att punkten a, 8, y rör sig. Förblifva slutligen 
a, P, 7 oförändrade, under det att a, b, ce variera, så rör sig vis-' 
serligen också 1 detta fall linien, men så att hon ständigt går ge- 
nom en till sitt läge oföränderlig punkt. Alla dessa lägeförändringar 
kunna åstadkommas derigenom, att man låter a, P,Yy,a,b,c 
vara funktioner af en oberoende variabel 2, och på dessa funk- 
tioners beskaffenhet beror i sådan händelse liniens rörelse. 

I 1 


2 Rätliniga ytor. 


Beteckna vi hvart och ett af de bråk, som ingå 1 liniens eqva- 
tioner, med » och skrifva 


så synes, att detta v är en variabel, och att liniens eqvationer an- 
taga formen 


=O HAV, 


Pp + bv, 


V. 


OECD 


Vore nu i dessa eqvationer «, P,Yy, a, b, c konstanter, så 
vore genom dem ingenting annat betecknadt, än en till läge och 
riktning fullt bestämd rät linie. Men antaga vi, att nämnda qvan- 
titeter äro variabla och funktioner af au, så förekomma i eqvatio- 
nerna tvenne variabler 2 och v, och de representera i detta fall 
icke längre cn linie, utan hela den yta, hvilken i sig innehåller 
hvarje rät linie, hvars eqvationer af dem kunna frambringas, deri- 
genom att man åt u gifver ett konstant värde. 


pk 


Generella eqvationerna för en rätlinig yta. 
Hvarje yta, som uppkommer genom en rät linies rörelse, be- 
nämna vi rätlinig, och hennes eqvationer äro 
Sie RADAR 
NER bo, 
C=y+ev, 
hvari 
a = f(u) » BB = Slu) > v= Saku); 
a = 9, (u) » b= po(u) >» ec = slu) 


(10 OR LG 


Öm u- och v-kurvorhas betydelse. | 


ty genom variation af u och formen på de funktioner, hvari denna 
variabel ingår, kunna vi frambringa alla slags rörelser hos den 
ytan genererande linien. 


3. 


Om 2u- och v-kurvornas betydelse. 


Wlelarvan. .. Antages u, vara konstant, så blifva a, 8, Y; 
a,b, c äfvenledes konstanter, och ytans eqvationer förvandlas i 
detta fall till eqvationer för en rät linie, nemligen en af ytans ge- 
neratriser.  V-kurvorna äro således de rätliniga generatriserna, 


U-kurvan. Ponera vi först och främst 
ft UK 


så blifva eqvationerna 


5 = A = fi (u) , 
n = B= fa (u) + 
CS a £3 (u) , 


och dessa representera den på ytan belägna kroklinie, som vi be- 

. Oo Oo ,. 
nämna fundamentalkurvan. Antages vidare, att v har något från 
noll skildt men konstant värde hk, så visar eqvationen 


TAR Sr GRE ARA BÄ E 
att hvarje till motsvarande 2-kurva hörande punkt £, 7, & är be- 


lägen på konstant afstånd från den punkt a«, 8, y på fundamen- 
talkurvan, som träffas af generatrisen, dragen genom 5, 7» CR 


| A= A, + A,'.v, 
RAR BBB 
BILEN RN EMLA 
hvari 
4 4, vå 


Formelsamling. 
db de 
pra — äl. er (RS SR e b , 
dö da 
ECT BE NAT Bad 
da / db 
EET ES Re 
och derjemte 
d” a «& a d” GG 
D = EA, Te” v =(4, Ta + 42 Te) + ZÅ: Tue , 
BS de sg den 
gu cd da 
VETA NING (NR SME 
RY FREE LA da 
du Nur du å 
SKANE IGEN Sek 
LA At Be 
0-0 
E = = (TT) 20 Eee 
du u du de 
SR OG dB dy 
= 0 2 pr EE , 
EKEN 
Af dessa eqvationer finner man 
RAN AG ÖR AGDA NEAR Og 1 
du du du 


A,B, - Bi Å, 4 B OG-GB (AS AT Ca Ada 
C ad b 


an 


6 Tangentplanet. 
och således äfven 


(A,B) — BAN! + (BO, OC, BJ (0,4) — 4, CNE 


samt slutligen måttet på kurvatur 
=(A, By sd B, As) 


ÅS RE 
2 RI BKO ES ENT BR SANTE Färna sär 


Måttet på kurvatur i en punkt af en reglerad yta är således 
aldrig positivt. En reglerad yta är således antingen concavo-convex 
eller står hon så att säga på öfvergångsstadiet från concavo-con- 
vexa till concavo-concava ytor. Till de sednare hör hon aldrig. 


Tangentplanet. 


Af de formler, som gälla för ytor i allmänhet, följer, att eqva- 
tionen för en rätlinig ytas tangentplan måste blifva 
(5 — a — av) (4; + Av) + (9 - Br bv) (Bj FURRR 
F (CE. ie) (ÖrtsOe ie 0 


hvilken till följe af 
AVAder DT ORK LAT EDA 


Asa DOE CEN 


antager utseendet 
(8 — a) (4, + A>v) + (9.— B) (Bi + Bu) (öv) (CER 
Dessa eqvationer visa, att tangentplanet i hvilken punkt som 
helst på en generatris innehåller hela generatrisen. 
Sista eqvationen blir oberoende af v, och tangentplancet således 
ett och detsamma i alla punkter af en och samma generatris, om 


, 


Normalen. Den af normaleruva längs en generatris bildade ytan. 7 


AMEN EN ENE 


eller 
a LITA CARE 
eller 
NEG 
2 bs AE 
6. 


Normalen. Den af normalerna längs en generatris 
bildade ytan. 


Normalens eqvationer äro 


E-a-—-av INA UNNI CV 


SÄ ARS LEN lo VA vä GA Fr CV 


Antager man, att 2 erhållit ett konstant värde, och att således 
Dee VRT, dj; Dyr Cs 40, By, OC, förblifva oför- 
ändrade, måste dessa eqvationer beteckna hvarje normal utefter en 
hel generatris, och eqvationerna 


EC ++ OV + (Ar + Ad V)w', 
Ne pot DV LOL + IAV)W 
= Y + cv + (0, + Cl, v)w 


representera den yta, som utgör sammanfattningen af samtlige nor- 
malerna längs en hel generatris. Dessa sista. eqvationers form vi- 
sar, att ifrågavarande, af normalerna bildade yta har två system rät- 
liniga generatriser, det ena svarande mot konstanta värden på v, 
det andra mot konstanta värden på 20; ty hennes eqvationer 
kunna ersättas af hvilketdera som helst af följande tvenne eqva- 
tionssystem: 


/ 
3 Normalen. Den af normalernd längs en generatris bildade vtan. 
, 


0 - dy wo NY-REBwW 0 C—-Y > GU 
HEI 20 TER AN NAD rida 10 RAN a Gt FRE 


Hon är följaktligen genererad af en mot det första af dessa 
system svarande linie (en normal till den gifna ytan), som under 
sin rörelse stöder sig på en rät linie, hvars eqvationer fås ur det 
sista systemet för ett arbiträrt men konstant värde på w. 

Den yta, som bildas af en reglerad ytas normaler längs en af 
hennes generatriser, uppkommer således derigenom, att en rät linie 
(den gifna ytans normal) rör sig så, att den under sin rörelse bibe- 
häller sig parallel med ett fast plan (det plan, till hvilket den 
gifna ytans generatris är axel) och stöder sig på tvenne fasta räta 
linier (den gifna ytans generatris och en godtyckligt vald linie 
inom det mot sist anförda eqvationssystem svarande linicsystemet). 
Men på detta sätt genererad, måste hon vara antingen ett plan 
eller en hyperbolisk parabaloid. Det förra är hon endast i det 
fall, att den gifna ytans tangentplan är ett och detsamma i alla 
punkter af samma generatris; hyperbolisk paraboloid är hon i 
motsatt fall, och hennes eqvation erhålles då, om man förmedelst 
eq vationerna 


av + 4, w+ AA, vw=$-0, 
bv + Byw + Bvw=nNn-B, 
cv + Cyw + Coviw = 8-7 


bestämmer v, w och vw och sedan sätter produkten af de båda 
förra lika med den tredje. Qvantiteten »v erhålles, om man för- 
länger de ifrågavarande eqvationerna med a, b, c och adderar. 
Den finnes sålunda vara 


QR a (8 INTAS 


pgg MÅR GRAN E krk AN KA 
Genom förlängning åter med — , — >» — och addition erhålles 
du ” du” du 
da 
där 


Dyw = 2(5 — a) 


J . 


Normalen. Den af normalerna längs en generatris bildade ytan 


SRA HäR puvd 2 
och efter förlängning med ES å ; Ta och addition 


de 


ASAT 


CB eROKTIS BREIP> 


FaR äNmr 


Ellers. ä. d s. 
WT 25 — 0) ( ) 
TA re du 


Af dessa värden på v, w och vw får man följaktligen 


å RA da Se då 
(5 — ja  2(E — Or + S(E- a (5 tt Fa) RÖR 


4 


KRIOISÖkning al A,B, ., OC, och A,, B,, C,. 


1. ÅA,, B,, C, äro proportionella mot Cosinus för de vinklar, 
som bildas af koordinataxlarne och axeln till det plan, som inne- 
håller generatrisen och fundamentalkurvans tangent, ty 


Arr 0 Kole Oi, 
uddar Bidp + Grd = 0. 


Följaktligen kunna de icke samtidigt blifva noll för u-värden 
i allmänhet, med mindre fundamentalkurvan dragit sig tillsamman 
till en punkt, eller ock hennes tangent och generatrisen sammanfalla. 
Då de icke samtidigt äro noll, äro de alltid proportionella 
mot Cosinus för de vinklar, som ytans normal i en punkt på fun- 


damentalkurvan bildar med koordinataxlarne. 


10 Undersökning al Aj, Bj. Civoch Ad, Ba TOG 


2. A4,, By, C, äro proportionella mot Cosinus för de vinklar, 
som koordinataxliarne bilda med gränsläget för axeln till ett plan, 
som i sig innehåller en fast generatris och är parallelt med en 
rörlig, 1 limes med den förra sammanfallande generatris; ty 


As0 DD 0 Ca GERD 
ÅA, (a + da) + By(b + db) + C,(c + de) = 0. 


Följaktligen kunna de icke samtidigt blifva noll för u-värden 
i allmänhet, om icke ytans generatriser äro sinsemellan parallela. 


'3. Af normalens eqvationer synes, att om icke alla norma- 
lerna utefter en generatris bilda ett plan, Cosinus för normalens 
vinklar i en punkt på fundamentalkurvan äro proportionella mot 
A4,, B,, C,, men tendera deremot i punkter, som ligga längre 
och längre bort på generatrisen, till att blifva proportionella mot 


ÅA, ) B, , 2 y 
4. Samtidigt äro aldrig 


a 


AA, = By = 0 OCh 2 ES AES 


ty om dessa eqvationer gälla för punkter i allmänhet, så genereras 
ingen yta. Uttrycket för ett ytelement, som är 


VA + Br CO. dudv , 


skulle nemligen i detta fall ständigt bli noll, hvilket naturligtvis är 
örimligt, om ytan verkligen finnes. 


D. Af uttrycket för måttet på kurvatur och hvad vi yttrat i 
föregående afdelning af detta kapitel följer, att måttet på kurvatur 
v hvarje punkt af en yta är noll, om för alla u-värden 


(4, B, — B, AJ: + (B, 0) — CO) BJ) + (0747 AE 
och omvändt. 
BRAT 
(4, By — Bi, As) + (B)y CO, OO, BJ) + (CA AED 


för alla u-värden, så inträffar något af följande tre fall: 


ENE SITENN SÅN i 
ALA LAN Sa - å Ky 
Vv 


d - 
, ' I” 
Je å : 


alltså 


dp.e-dy.b=0, Ke | fe 
dy. 00.00. Ä 
URL pod U 
re antingen 
SNR da = df = dy = 0 
ock LG 
(ASTAIRE NES - 
| GR RS ONE LG 
ST förra händelsen äro 
; a = konstant , 
p = konstant , 
(5 fe konstant : 
h alla generatriser gå då genom en fast punkt. I den sednare 
seneratrisen SR som fundamentalkurvans tangent. Ytan 
s åledes antingen konisk eller ock genererad af fundamentalkur- 
tangent. i 
j p Lå 
a För alla u-värden iäro h 
Be GS j 
2 AR 
fik Nöckta fall följer på grund af ju 
SK 
armod erelb; ; 
ada + bdb + ede = 0 , : sd 


KA 1) j 3 i Å ha 
rdr ke pla AJ VARSOSSE IE FÅ 
SAN, MILE VTM TE rd a I 


12 Undersökning af 4,', Br, CO) och 435, B5ITCKA 
>) Å (F) GS ( 2 
(2 du dUJ MRS 


IÅR AL =S IRON SO KA GAN) 


och således att 


hvaraf 
a = konstant , 
b = konstant , 
ce = konstant . 


Generatrisen bibehåller följaktligen ständigt sanuna rigtning, 
och ytan är således cylindrisk. 


III. För alla värden på u har man 


RDR er 


pd 


under det att hvarken 

ÅA; =D RNE 
eller ; 

AV DAS TES 


I detta fall gälla alltså likheterna: 
dB .c-— dy .b.= f(u) idb. ec — dosor 
dy:a da .c= fl) ide a — da 
de .b0 —-dp .a = flu)i; da. 06 — db 
ur hvilka £f(u)' erhålles, om man multiplicerar hvarje eqvation med 
den faktor till f(u), som förekommer i dess högra membrum, och 


derefter adderar eqvationerna. Man får då 


; Zdada — Zada . Zada = f(u) i 2 (da)? — (Zada)” 3 
eller, emedan 


ada + bdb + ede = 0, 


lndersöknuig "älv dy, Bi, Cj och Ås, Ba, Oj 13 
helt enkelt 
SAO TU) Ed k): 
och således 


dada + dbdfp + dedy 


RA GR död 


Nyss anförda eqvationer, som vi också kunna skrifva sålunda 


de — f(u)da ” dp — flujdb — dy - flulde 


ad b e i 


tolka vi på följande sätt. Vi sätta 

SE 0ARd (UU) 

n=p-b. fu); 

OR UN TEL KL ED 

Detta system ger genom differentiation 
d&= de —- da .flu) —- a. dflu) , 
dn = dp -— db .flu)-b.dflu), 
ut =dYy 00: flu)- ee. df(Uu)., 


med hvilket nya systems tillhjelp de ifrågavarande eqvationerna 
kunna skrifvas under formen 


då + ad f(wu) - din + bdfl(u) — dör cd/flu) 


a b C 


eller helt enkelt 


ad 


BEN GG 
b 


C 
Detta eqvationssystem säger oss, att antingen 


(SRS My Kr 1 


14 Uttdersökning al 47, By, Cjooch År, Balle 
i hvilket fall ytans samtlige gcneratriser gå genom en med 
SS =0-— aflu) = konstant , 
7 = 8 - bflu) = konstant , 
Gö eay - c/(Uu) = konstant 


betecknad fast punkt, eller ock 


déE NR 
LÄRA I 
do ij 
dn 

=E ID 
do i 
ETONAR Å 
LR SN 


i hvilket fall ytans generatriser äro tangenter till en kroklinie, hvars 
eqvationer äro 


5 0-0 JUG 
n=P-0b.f(u),> 
b=y-ec.flu). 


I den händelse, hvarom nu är fråga, är ytan följaktligen konisk 
eller äro generatriserna tangenter till en kroklinte. 


Då 
(4, B3; — Bi, 45) + (BB, 0 0 BJ) U+ (CAF ATEN 


för alla värden på u, och således måttet på kurvatur i alla punkter 
af den rätliniga ytan noll, är följaktligen ytan antingen konisk 
eller cylindrisk eller ock genererad af tangenten till en kroklintie. 


Denna sats kan också omvändas. 


Ty om ytan tillhör någon af nu uppräknade arter, kunna vi, 
hur hennes ursprungliga eqvationer än se ut, representera henne 
genom ett eqvationssystem 


Ott 


UR GGrsOkliln Eat As Di 0) OCh Aly sv Bag Ca 1 
(SES ga BC 
NR OVR 
GAN FL) 
deri &, , Pi», Y, antingen äro konstanter, eller ock koordinater för en 
kurva, i hvilket sednare fall a,, b,, ce 1 sin ordning antingen äro 
konstanter eller proportionella mot deåa,, dp,, dy,. Men under 
alla dessa omständigheter blir 


| Ad >» by , (då 


Bär Al ao 0 


2 År VIPA LS YRSA | 


och således måttet för kurvatur i hvarje punkt af ytan noll. Följ- 
aktligen måste detta också vara förhållandet, om man går tillbaka 
till ytans ursprungliga eqvationer, och således måste 


IERED, 4.) + (Bi 65 + OB) + (CA - 4, 0) = 0 
för alla värden på u. 

(Då icke 

IRESEIBiAN + (BC) — GB) + (CC) 4: —- A, 6) = 0 


för alla värden på u, och således icke heller kurvaturen i ytans 
alla punkter noll, så är ytan hvarken konisk eller cylindrisk eller 
genererad af tangenten till någon kroklinie; omvändningen häraf 
eger också giltighet. 


Båda satserna följa af hvad i föregående afdelning af detta 
kapitel blifvit sagdt. För det slags rätliniga ytor, hvarom här är 
fråga, gäller, att måttet på kurvatur i allmänhet är negativt. För 
enstaka punkter eller punktsystem kan det emellertid blifva noll. 
Positivt är det aldrig. 


10 Rätliniga ytors indelning. 


8. 
Rätliniga ytors indelning. 


I föregående kapitel visades. att de reglerade ytorna sönder- 
falla 1 tvenne grupper, den ena omfattande koniska, cylindriska och 
sådana ytor, som genereras af någon kroklinies tangent, den andra 
omfattande alla rätliniga ytor, som hvarken äro koniska, cylindriska 
eller genererade af tangenten till någon kroklinie. Om den sednare 
af dessa grupper gäller, att måttet på kurvatur i punkter på en 
dithörande yta endast undantagsvis, nemligen för enstaka punkter 
eller punktsystem, är noll. Ytorna inom denna grupp uppfylla följ- 
aktligen icke det nödvändiga vilkoret för att kunna developperas i 
ett plan, och benämnas derföre rätliniga icke developpabla eller 
vinda ytor. För ytorna inom den första gruppen deremot är måttet 
på kurvatur i hvarje punkt noll. Men af denna omständighet, 
hvarförutan deras developpering i ett plan vore omöjlig, kunna vi 
icke draga den slutsatsen, att en sådan developpering kan verk- 
ställas. Att emellertid detta är förhållandet, vilja vi nu visa. 


Om determinanten 


(EA LSD TA 


Oo 


da db de 


SRJNECRA SÄTE CNB TIA) 


CNN TROR 


du 


är noll, så är antingen endast 


S TZ) Å 
4 te jr 
- a) - 
F (a 2 


eller ock är ingendera af dessa summor noll. Båda kunna nemli- 
gen ej vara det, ty då skulle ytan ej finnas till. 


eller endast 


Rätliniga ytors indelning. 1. 


Är nu först 


dax? 
2 (Fe) 200 


så skrifver man eqvationerna för xy-planet eller en del deraf under 
formen 


4 


5v> At COS qi. vy 
nm = +Sing.v, 


- SU 
och sätter 


re = Cos ed 9 
a 
V =(G) 


hvilket alltid ger reelt 7, emedan 


2 
A+ Br + 07= = (20) DT 


Med användande af den sista beteckningen får man 


de? 

ÅAS (GM 

Mi x) i 
de? 

F= EC) Cos:i , 
ön TE LA 

AS de, c 1 Q: ho dp EES 
2 = 2 (3) + 2 (= FF sing +T v)ä BOET 


+ Med VA menas här och i det återstående af kapitlet ettdera, men 
hvilketdera som helst af de båda värdena på qvadratroten ur Å. 


skriptet förekom här tecknet W”, hvilket vi af flere skäl ej använda. 
II 


I manu- 


2 
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och följaktligen 


om man sätter 


dp 
du — 


Sin q SVE ; Cos q = V=( (55 NV SUL 


de, 
Eda 


da, Vz=(' | 
Ey Cos & + Zap SÅ Bin (Pi (CE Cos i 


eller sar das: 


ps ör KONStant 


0 0 ot SNR . Cos (9 i BLT 
Pr = C3 + SMVPTESN . Sin (9 + fdu , 


hvaraf således till sist följer 


day? | | 
5, a + SV (90) Cos (ce, + t)du + Cos ce, . v , 


: 
MC + SV =) Sin (c, + i)du + Sin ce, . v, 


Ytan är således developpabel i ett plan. 
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Är åter 


=(5) AG 

GUT NN SS 

så får man, om man såsom nyss skrifver eqvationerna för x y- plang 
eller en del deraf, , 


Te) > FE [ligt 


du 


E=vz| 


och således äfven 
Rs sn AG 3 


om man sätter | 
dp V day? 
FU it) ; 


SEA ÅR 2 
- Ja SMG + GÖR ge LL 


da, 


du 


p=0+ )V 24 SE SNI KO 


Or sa = konstant; 


Cos FÖRE td; Sin & = 0 


äller 8. ä. d. s. 


öre i konstant, 


hvaraf således till slut erhålles 


= a + v Cos ( NR PEN 
ae FT . 
= C, + v Sin (c+ En S du) ; 
| du 


& =0, 


hvilka eqvationer visa, att ytan i fråga är developpabel i ett plan. 


5 


Y 
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Är slutligen hvarken 


eller 


så följer af 


UA IAN HL | a 
du >” du”? du | 
och 
da db de 
du Ha 0 
att 
i LAT AN BEGE AE 
Ta 5 (day da sdade ” dB 3 (dat db, 
du ER du du du du EN du” 
SIREN SR EEG LD on ISAR Le 
” rs (20) des da de | 
du Tu) du” du du 


och af dessa förhållanden finner man 


daäade 


du du 


i z F 
— /dav? - day: . (deyvr  f(,da day? 
= (Ga) EN (Ga) la) San 
eller ; 
(de day 
ER ue) 
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Denna eqvation föranleder oss att använda beteckningarna 


med hvilkas tillhjelp vi erhålla 


day? day? 
STA SN FNSY fa TEA 
FE = (5) +2 oV =) () V =) . Sin? + v 2) 


day? | 
— Vv a 
G=1. 


Beteckna vi såsom förut eqvationerna för xy-planet eller en 
del deraf, så fås 


om man sätter 


Cs VA day? 
ae = V 2 (0) 


de, d py is (Gå) 
Fr SM QI VORE 27: Sin 4 , 
Tu C08 rg Sin 9 = > än) Cos? , 


TIUFEXE 
o=a+)V 255) NORURa 
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Up tet VED: 23 . Cos (9 + t)du , 


. sin (9 + t)du 
och 
5, = Co + JV =) | 0os(y + Ddu + vC08g 
NF MEG: ) Sin (9 + ö)du + v Sing , 
SS vERU 


Ytan är således äfven 1 detta fall developpabel i ett plan. 


Alla de reglerade ytor, för hvilka måttet på kurvatur är noll, 
följaktligen alla cylindriska, koniska och sådana ytor, som genereras 
af tangenten till någon kroklinie, äro således developpabla. 

Enligt hvad nu blifvit visadt, kunna rätliniga ytor indelas i 
developpabla och icke developpabla eller vinda. Till de förra 
höra alla koniska, cylindriska och sådana ytor, som genereras af 
tangenten till någon kroklinie; till de sednare åter höra alla öfriga 
rätliniga ytor. 


9. 
Svar på frågan: gifves det någon developpabel yta, som 
ej år rätlinig? 
I föregående kapitel sågo vi, att vissa slags rätliniga ytor 


kunna developperas i ett plan. 


Vi skola i detta besvara frågan: finnes det developpabla ytor, 
som icke äro rätliniga? Enligt Gauss” teori måste måttet på en 


Svar på frågan: gifves det någon developpabel yta, som ej är rätlinig? 23 


ytas kurvatur i hvarje punkt vara detsamma, som planets, eller med 
andra ord noll, om ytan skall kunna developperas i planet. Hennes 
eqvationer måste följaktligen satisfiera vilkoret 


flis 0 
Denna partiella differentialeqvation kan skrifvas 


TRE RA EN 


och ger först och främst 
PE Ao) 
q = w(w) > 


deri & och w beteckna arbiträra funktionsformer. Genom diffe- 
rentiation häraf erhålles 


Och emedan 


fås 
RÖ (0 RO LOA 
Ve TED NN , 


som leder till hjelpsystemet 
dr dy dw 


yr(w) — Öl] 0 


och således har den generella solutionen 


xp'(w) + yW'(w) + x'(w) = 0, 


24 Svar på frågan: gifves det någon developpabel yta, som ej är rätlinig? 
der y'(w) är arbiträr funktion. Eqvationen 
d2 = qg(w)dx + W(w)dy 
ger slutligen 
2 = g(w).z+ Ww).y+ 0. 


Denna eqvation i förening med 
9 (0) + yY'(w) + x(w) = 0 
utgör alltså generella solutionen till 
ri-st='0> 


Åt den förra, som utgör eqvationen för ett plan, kunna vi 
gifva den mer symmetriska formen 


Ax +uy+v2—-Tt=0, 


deri 4, u, v äro funktioner af w och beteckna Cosinus för de 
vinklar, som planets axel bildar med koordinataxlarne, samt 7, som 
äfven är en funktion af w, utmärker planets afstånd från origo. 


Vilja vi nu af denna eqvation härleda eqvationen för en yta, 
hvars punkters -koordinater satisfiera den framställda differential- 
eqvationer, så hafva vi följaktligen enligt ofvanstående integra- 
tionsmetod att differentiera 


Ax +uy+v2—-Tt=0 
partielt med afseende på w, hvilket ger 
Ax+Wy+VvV2-7Tv=0. 


Båda dessa eqvationer i förening beteckna den yta, som upp- 
kommer vid ett plans rörelse, i det att den genereras af gräns- 
läget, hvartill intersektionslinien mellan tvenne plan, båda egande 
samma eqvation, men det ena svarande mot ett värde w och det 
andra mot ett värde w + 4w af parametern, tenderar för Aw = 0; 
och den sednare eqvationen betecknar ett plan, som skär det förra 


rörliga planet utefter just den linie, som är ytans generatris, 
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Kalla vi den mot w svarande intersektionsliniens vinklar med 
koordinataxlarne P, 0, R, så finna vi relationerna 


Cos P:4 + Cos Q.u+0ClosR.v=0, 
Cos P.A +0085.Q .w+CosR.v=0, 
. och af dem följer 


öst Cos.Q Cos R 1 


RA AA AA 
uv' — vu" vA' — Av AW —- ul VÄ? + pu? + Vv? : 


enär 
AN + uw + vv =0. 


Genom differentiation af dessa eqvationer i afseende på w 
erhålla vi 


SORIN k ä 
OR ER Va a YR 
dCosQ uw Zz 
do == (VA? 35 u'”? än vy: . 3 
EOS nan Vv 7 
OK att (NR Rv By TT 
der 
[AREA RN MR ne 
4 = X FU KE RLA 
Au ; fi 5 VE | 


Är nu 4=0, synes följaktligen, att intersektionslinierna, som 
uppstå vid planets rörelse, äro sins emellan parallela. I detta fall 
genereras således en cylindrisk yta, eller ock vrider sig planet stän- 
digt kring samma intersektionslinie, och det uppkommer ingen yta. 


Är deremot 4? > 0, så välja vi på intersektionslinien en punkt, 
hvars koordinater z,, yg», 2, satisfiera icke blott 


26 Svar på frågan: gifves det någon developpabel yta, som ej är rätlinig? 
AC iF iyYyg + Veg To= 0 
Ax +t WYyg + V2—- 7 =0, 
utan också 
Ng FIA UT VIAGRA 


Med användning af denne punkt skrifva vi ytans eqvationer 
sålunda: 


A(x — Lo) + uly — yo) + v(2 — 20) =0 
4 (z — Lo) + W(y — Yo) + (2 — 20) = 0 


Emedan 4 icke är noll, måste x,, y,, 2, antingen vara kon- 
stanter eller också funktioner af w. TI förra fallet är det tydligt, 
att intersektionslinien, hur hon än må röra sig, går genom en fäst 
punkt och sålunda genererar en konisk yta. I sednare deremot 
erhållas dx,, dy,, de, ur eqvationerna 


Ad, + udyYy, + Vdeg = 06 
Kdxy + WAdYgt VAe = 06 


hvilka jemförda med de närmast föregående gifva 


0 as 1 TORRE 
SKRGE 0 
ds, Sh ds, 


eller. om man inför en ny variabel utom den redan i xp), Yo> 20 
och deras derivator ingående w, och kallar denne v, 


L = Ly + 224 v 
SM res SAS EN VERA 
dy 
Y = Yg + Vv 
y Yo ds, 9? 
de 
2 = 2) + Vv. 


död 


Afståndslinier. OM 


Men dessa eqvationer representera en yta, som genereras 
af tangenten till den kroklinie, hvilken utgör lokus för punkten 
Co» Yor 20: TT 

Den framställda partiella differentialeqvationens generella solu- 
tion, som i sig måste innefatta alla i ett plan developpabla ytor, 
representerar således dels cylindriska, dels koniska, dels också slut- 
ligen sådana ytor, som genereras derigenom, att tangenten till en 
kroklinie rör sig, men utom dessa ingen yta utan endast en rät 
linie. Några andra ytor, än de nu uppräknade, äro följaktligen 
icke developpabla i ett plan. 


10. 


Afståndslinier. 


På den räta linie, som träffar tvenne gifna räta linier vinkel- 
rätt, ligger, som bekant är, kortaste afståndet mellan dem. Låter 
man de båda gifna linierna vara en fix och en rörlig generatris, 
som närma sig till hvarandra, så öfvergår vid deras sammanfallande 
den linie, som träffar dem vinkelrätt, till att blifva hvad vi vilja 
benämna generatrisernas afståndslinte. 

Tillhör generatrisen en rätlinig yta, som icke är cylindrisk, 
finnas hennes afståndslinier på följande sätt. 


Om u, v, 4u och V hafva konstanta värden, så beteckna 
Tp EC+ dö, 
y=p+bv, 


2 Syckev 
och . 
X = a + 4a + (a + da) V , 


Y=pB+4B+(b+ Ab) V, 


Z=7+4y+l(c+ de) V 
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punkter på tvenne närbelägna generatriser, och den linie, som före- 
nar dessa punkter, är vinkelrät mot båda generatriserna, om 


(X.— r)a + (Y — y)b + (Z— 2)ce = 0, 
(X — x)4a + (Y —- y)4b + (Z- 2)4c = 0 
eller s. ä. d. s., om 
2Zi4a+(a+ 4a)V—- avla =0, 
2140 + (a + 4a)V —- av) 4a=0 
eller slutligen, på grund af eqvationerna 
OO Het ERS 
(a + Ja)? + (b + Ab: + (c + de) = 1, 
om 
V-vv+ VZada + Za40 = 0, 


RA v)Z(4a) + Z4a40 = 0. 


Afståndsliniens eqvationer erhållas följaktligen af 


Sie= 1 —-Y C—- 2 


bAc-—-cAb "VAG GAG a d0 HR 


om vi vid limesöfvergången använda i 
4 ÄR 1 JER r  JER 
. Y 3 p 25 bv kd 


gy tv 


det värde på v, som fås ur nyss anförda VUKOTECY vatO nen Hennes 
eqvationer lea således 
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S-0-av N-p-bv CY cv 


ÅS B, OR 


dade + dbd[g + dedy 
da? + db? + de? 


Då ytan är cylindrisk, kan man icke använda nu angifna metod 
att finna den till en generatris hörande afståndslinien; ty då är 


2 FOR MaA BASE 


men i sådant fall är tydligen hvarje mot generatrisen vinkelrät 
tangent till ytan att betrakta såsom afståndslinie. 


På formen för afståndsliniens eqvationer och den nyss gjorda 
anmärkningen grunda vi följande påståenden: 


1. Då den rätliniga ytan är cylindrisk, är afståndslinien tan- 
gent till ytan och vinkelrät mot generatrisen men i öfrigt 
till sitt läge obestämd. 


2. Då den rätliniga ytan är developpabel men icke cylindrisk, 
är afståndslinien normal till ytan. 


Slutligen kunna vi bevisa att, 


3. Då den rätliniga ytan är vind, är afståndslinien tangent 
. till ytan. I detta fall är nemligen normalen till ytan i en 
punkt, der afståndslinien skär generatrisen, bestämd ge- 
nom eqvationerna 
Sar dv i f-=-b sv C-y—- cv 


BEA SE DR hIDA LG + GU I 


g dada + dbdfp + dedy 
oo fr VRT RNE Sr ANS IR a breher LT 


da”? + db? + de? 


eller, emedan för detta värde på v 


| GRÖNS NG 
dn kdönd dö 
FE By Bov. + C++ Gr 1 | da > dB: dy | 
da db ö de Rd OR db Ede 
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af 
Sie DE Nn De C—-Y—- CV 
da SN ÖN de 


Men på grund af dessa eqvationer och 
A,da + B,db + Cyde = 0 
inses, att afståndslinien är vinkelrät mot normalen, och att hon 
således är tangent till ytan. 


Vi anmärka, att den punkt, der afståndslinien träffar sin mot- 
svarande generatris, fås ur eqvationerna 


ARR LAS 
Ua LAN 
= Yy +ecv, 

TJG dada + dbdfp + dedy 
da? + db? + de? ; 


Då afståndslinien är till sitt läge determinerad, har alltså den 
punkt, i hvilken generatrisen och afståndslinien träffa hvarandra, till 
koordinater 


SR Zdado 
FO SVEK 


; Z dado 
IEEE AES TAS 


C - 2Zdadoa 
AVES AR 


Samtliga en reglerad ytas afståndslinier bilda i detta fall i sin 
ordning en reglerad yta, hvars eqvationer äro 


Zdadoa ARV 
TS JA TA re ; 
2da VARA Bea 0 


£J 


E=0-0. 


REN Zdadoa p Ua 
/ + 2 dd? PMM AE rIBIORN 


r- Zdadoa GV 
=) Cr OR ES + UTI RR 
4 ) AS + DS + C3 


Afståndslinier. öl 
Exempel: 


Ar en developpabel ytas generatris detsamma som fundamen- 
talkurvans tangent, blir ytan, som bildas af afståndslinierna, d. v. s. 
af fundamentalkurvans binormaler, 


&.= Xx + vCossd, 


Nn = y + v Cosu, 


Pr 
5 


2 + v Cosv , 


och häraf erhåller man, om u får betyda fundamentalkurvans båge, 


NG, oc | Coså , Cosu , Cosv | 
| 
da db de 


AL da SERA LOBET COS Nr, COST, La TG 


ger rdp dy Cosa, Cosp , Cosy 
KR du | 


Ytan, som bildas af en kurvas binormaler, är således endast de- 
veloppabel i det fall, att kurvan är plan. 


Striktionslinie. 


Sammanfattningen af alla så belägna punkter på en reglerad 
yta, att i hvar och en af dem generatrisen der träffar sin motsva- 
.rande afståndslinie, benämna vi ytans striktionslinie. Denna linies 
eqvationer äro, enligt hvad vi sett i föregående kapitel, 


Seen —p C-Y dadea + dbd[ + dedy 
MG 6 = da? + db? + de? 


a 


Se Striktionslinie. 


Då ytan är konisk eller genererad af tangenten till någon 
kroklinie, visa dessa eqvationer, att striktionslinien reducerar sig 
antingen till konens spets eller ock till just den kurva, hvars tan- 
gent genererat ytan. Den i sistnämnda fall förekommande strik- 
tionslinien benämnes den developpabla ytans kantlinie (aréte de 
rebroussement). 

Är ytan cylindrisk, uppkommer indetermination med afseende 
på striktionsliniens läge. 

Är hon åter vind, erhålles hvad man i egentlig mening förstår 
med striktionslinie, en linie, som i synnerhet för detta slags ytor 
är af betydelse. 


- 


Exempel. Striktionslinien på den yta, som genereras af en 
gifven kurvas principalnormaler, d. v. s. den yta, hvars eqvatio- 
ner äro 


E=x+0lost.v, 

NN =Y + COB MN 

KL Bla 
har till eqvationer 


EE ka Ar AE 
Cos & Cos » Cos 2 T? + K? 


0 . 


Jemför man dessa eqvationer med 


För a LAS E C- 2 


CosZ Cos » Cos 2 T 


2 


som äro eqvationerna för den kurva, hvilken bildas af fundamen- 
talkurvans krökningscentra, så finner man, att striktionslinien på 
den yta, som bildas af en kurvas principalnormaler, är hel och 
hållen belägen mellan fundamentalkurvan och orten för hennes 
krökningscentra. 


Geodetiska linier. do 


12. 


Geodetiska linier. 


Af de för ytor i allmänhet gällande eqvationer, som tjena till 
beräkning af geodetiska linier, finna vi, då ytan är reglerad, 


a LE ER 


PU TOUS Sr Bag 0 Mr 0 


eller, s. ä. d. s., 


SAR MIN 
ds 


(5 9) de = 0. 
du du) ds 


Dessa eqvationer satisfieras, om man ponerar 2 konstant, i 
hvilket fall man får 


dx == konst. , 
ds 

dy + hb = konst. , 
S 

I 

 S + ce = konst. . 


Ytans generatriser äro således geodetiska linier. För alla öfriga 
geodetiska linier gäller, att rektificerande linien, som är intersek- 
tionen mellan tvenne på hvarandra följande rektificerande plan, 
måste erhållas af eqvationerna | 


(SAD) (ARR UE 0, 


(gr) (dA, + dd; .v+ 4, . dv) = 0: 


34 En reglerad ytas böjning kring hennes rätliniga generatriser. 
Är nu den reglerade ytan developpabel, så är 
SS ILS EN LU Og 
och i detta fall satisfieras rektificerande liniens eqvationer af 


SNES 10 


a b fr 


hvilka eqvationer sålunda visa, att de geodetiska kroklinierna på 
en developpabel yta hafva ytans generatriser till rektificerande 
linier. i 


13. 


En reglerad ytas böjning kring hennes rätliniga 
generatriser. 


1. I afsigt att undersöka en rätlinig ytas böjning kring hennes 
generatriser vilja vi här gifva hennes eqvationer under en något 
olika form mot den, vi hittills användt. Vi vilja nemligen i dem 
införa tvenne icke förut begagnade qvantiteter: 


t= den positiva vinkel, icke öfverstigande 1809, som bildas af 
generatrisens riktning och riktningen af fundamentalkurvans 
tangent, och 


& = den vinkel, som generatrisens riktning, projicierad i funda- 
mentalkurvans normalplan, bildar med principalnormalens 
riktning — en vinkel, som vi alltid räkna i direkt led och 
således såsom växande från sistnämnda linie åt positiva bi- 
normalen —, 


samt utbyta «, 8, y mot xr,y, 2 och sålunda typiskt beteckna 
ytan med eqvationssystemet 


En reglerad ytas böjning kring hennes rätliniga generatriser. 35 
a = Cos t Cos a + Sin t Cos w Cos & + Sin t Sin w Cos A , 
b = Cos t Cos 8 + Sin t Cos w Cos ”» + Sin t Sin w Cos u , 


ce = Cos t Cos y + Sin t Cos w Cos 2 + Sin t Sin w Cos v , 


i hvilket de tre sista eqvationerna med lätthet erhållas, om man 
observerar, att Cosinus för de vinklar, som generatrisen bildar med 
fundamentalkurvans tangent, principalnormal och binormal, äro 


HÖST: HN & Cos:.w. sochk HintSNÖ0.. 


Af detta eqvationssystem finner man först 


ISO da ÖMT db LINE idé 
TN COBR Rv SAGOR PR Ua SES GÖR VER 
ÄB, KP GL 
REL CER ASA da 


och vidare efter differentiation och med användning af BSerrets 
formler + 


22 = PQosa+ Q Cos & + R Cosa , 

db 

gj, = PCosp+ Q Cos” + RB Cos u , 

de 

a. > PCosy + QCosd + RCosv, 
P= — Sin t + KCosol, 
0= — Sin t D+ | Sinw+ Cost FC DA a , 

ds ds 
Ki Bin tf T+ 2 Cos on os Bin 3 
Had ds 


+ Dessa formler äro för första gången gifna af Frenet och borde derför 
bära hans namn, 


36 En reglerad ytas böjning kring hennes rätliniga generatriser. 


och således slutligen 


E=1- 20 Sint | + K Coswl + 


VG vf $ K Cos o) +  ROSIn 0 Gos (T Rh Sh 
AG | : ds 


NS 


” 
I 


PS ECOS TT 
PAR 
2. För att nu finna eqvationerna för en yta, uppkommen 
genom den reglerade ytans böjning omkring hennes generatriser, 
sätta vi 
«Sy = 0 + Vv C0B SIN YN, 
Nn = Y, + v Sin q Sin Y , 
hvaraf följer 


dxi + dyti + de? 


DNE js 
: ENL ; dy, ) de 
EO S ; RN IN 8 op VINET 
2v ) Sin w Sin q j Sin w Cos q VE . ST 
SAG Kr ; dY, | dw 
— l ) AES 4 ASA S pr SN 6 . 
21 ) Sin ÅG Cos q& Cos v g, Sing Cos w då (AR 
(dd wW? É dq? 
så a 
+ Vv NERE + Sin? Y/ FEL 
F, = Cos 9 Sin y TZ + Bin g Sin 4 2 + Cosy 22 
SUR ds é dr EG ds 


G,=1, 


En reglerad ytas böjning kring hennes rätliniga generatriser. 37 
och bestämma variablerna så, att 
å 
FAR ONE de G= GG); 


hvilket utan svårighet kan ske, om vi i våra formler införa en 


hjelpvinkel 9 och skrifva 


BURE CO ZL < Sin d Sint, 


Fug ds ; dis 


Sin v vå — Cos q Cos Me — Sin q& Cos w a = 0080 WT; 


Cosy + + Cos 9 Sin Esa Sin q Sin y I = Cost 3 


dart Ur d2 = ds”, 


dt ren dura LG Fl (AD 
a + K Cos w = Sin 9 Sin PAS ER Cos 057 , 

) a S sx Fe Ye Y ye? d g 
+ K Sin w Cost — (T +) Sin 4 = Cos 0 Sin y —— — 
| ds , ds 
SA 
S lera 


På så sätt erhålla vi nemligen 


dv (dt SZ 
Te = lär + KCos w) Cos 0 
: ONE E 
+ | K Sin o Cost — (T + T-) Sint |Sin 0, 
Sin 4 = (q5 + K 008 0) Sin 0 + 


«| K Sin & Cost — (T + 42) Sint | Cosa ; 
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& = fi Cos 9 Sin w Cost + Sin 9 Sin t Sin 9 — 
— Cos q Cos w Sin t Cos 0 3 ds + v Cos & Sin Y ; 
Yu = [4 Sin gy Sin w Cost — Cos q Sin t Sin 6 — 
— Sin & Cos w Sin t Cos 0 3 ds + v Sin & Sin Y , 
Sj = f(Cos w Cost + Sin w Sin t Cos 0 $ds + v Cos w . 


Vi observera, att man måste i dessa formler taga tillsamman 
de öfre tecknen eller de nedre, och att 6 betecknar den vinkel, 
som, sedan böjningen blifvit verkstäld, bildas af det plan, som 
innehåller generatrisen och en med z-axeln parallel linie, och det 
plan, i hvilket generatrisen och den genom böjningen omgestaltade 
fundamentalkurvans tangent innehållas. 

3. Om man vill åstadkomma genom böjningen, att alla ytans 


generatriser blifva parallela med zy-planet, behöfver man endast 
antaga 


w = 909 


och man finner i detta fall 


0 = (45 + K Cos w ) Cos & + 


ds 
= | K sin w Cost —(T + 9) Sint |Sin6 ; 
dq ULITNE | ; 
FIS (5 > K Cos o) Sin 6 + 


« | K Sin 0 Cost —(T+ DT) Sin t |Cos 6 s 
g, = f 1 Cos 9 Cos t + Sin q Sin t Sin 0 ds + v Cos q , 
n, = f 1 Sin 9 Cost — Cos y Sin t Sin 0 I ds + v Sin & , 


ö = f Sin t Cos ods . 
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4. Det synes af dessa sista fÖrrlerera att den reglerade ytan 
är developpabel, om antingen 


Sin t = 0 


eller ock 


; dw 
K sin w Cost — (T+ T)Sint=0. 
ds 
I förra fallet träffar man på fundamentalkurvans tangentyta. 
Hennes eqvationer äro 
men CosS äv, N=y + Cosp.v, C=2+ Cosy.n 


och vi kunna skrifva den efter developperingen i zy-planet så- 
lunda: 


SE 0 tV Cos [Kas = fds Cos [Kds + Vv Cos S[Kds : 
MN = Y, + v Sin (Kds = fds Sin (Kds + v Sin /Kds i 
Ed - 21 = 0 . 


För öfvergångsformerna gälla 


& = Sf Cos 9 Sin yds + v Cos g Sin Y , 
UM = fSin g Sin wds + v Sin & Sin VW , 
5 = fCos wds + vCos Y . 


I senare fallet finner man efter developperingen, och om 
man åtnöjer sig med värdet 


eqvationerna 
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gp Ad + SK Coswds ; 
3 = [ Cos (9 — tjds + v Cos 9& = x, + v Cos 9 , 
NN = f Sin (9 — fds + v Sin 9 = y, + v Sing , 
CORE TR 
Öfvergångsformer erhållas genom användning af formlerna 


dy 
ds 


I 


+ K Cos o) Cos 0 , 
ds 


a a GL NOR LÅG | 
Sin ras (35 + K Cos o ) Sin 0 
i förening med generella uttrycken för &, , 9,» &- 


Det må här anmärkas, att den ifrågavarande developpabla 
ytans generatris innehar gränsläget för intersektionen mellan två af 
fundamentalkurvans tangentplan, hvartdera med hänsyn till lutningen 
mot oskulerande planet beroende enligt en och samma lag af tan- 
geringspunktens läge. Om nemligen det ena planet skär normal- 
planet så, att intersektionslinien gör vinkeln w med positiva prin- 
cipalnormalen, så är dess eqvation 


2(&E — x)(Cos w Cos 4 — Sin w Cos &) SM) 


och af denna erhålles genom differentiation 


=(& — 2) ) K Sin w Cosa — 


ARON SA : 5 
- (T +) (Cos « Cos & + Sin w Cos 2) | = 


eller, i stöd af 


(T +9-)Sint-KsinwCost=0, 
ds 


(5 — 2) [Sin t Cos & — Cos w Cos t Cos Z — 


— Sin w Cos t Cos 43 = 0, 
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och följaktligen blifva intersektionsliniens eqvationer 


ärm Ng Mesa AR 
RANG TE SIE RON ING 


och således desamma, som gälla för generatrisen. 


5. Enligt det för striktionslinien gällande eqvationssystemet 


IE AÅN Se RR ar dadx + dbdy + dedze 


a b C da? + db? + de? 


och de i detta kapitels paragraf 1 gifna uttrycken för differentia- 
lerna af a, b och c måste, då ytan är developpabel och således 


(7 +) Sint —K Sin w Cost =0, 


eqvationerna för hennes kantlinie (aréte de rebroussement) blifva 


ER NS AT ÄG Aa Sin t 
KR GEERS EK 0080 
ds 


Efter verkstäld developpering blir den motsvarande kroklinien 
i zy-planet 


5 = | Cos (9 — Hds + 7; Sin ag > 


: 5 : 
Nn = fö (9 — fds + TESEN aa : 


NS=0 


I 


gp t+ fKC0swds ; 


6. Lika väl som den developpabla ytan kan böjas omkring 
sina generatriser, så att hon slutligen blir utbredd i ett plan, kan 
naturligtvis också i omvänd ordning den del af planet, som hon i 
sådant fall måste intaga, böjas kring den till form oförändrade 
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ytans generatriser, så att hon kommer att omhölja ytan. Men vid 
en så beskaffad böjning måste i hvarje ögonblick det stycke af 
planet, som ännu icke anslutit sig till ytan, intaga tangentplanets 
läge, och följaktligen måste också vid en böjning af ifrågavarande 
slag hvarje i planet fast punkt komma att beskrifva en kroklinie, 
hvilken vi kunna betrakta såsom genererad af en fast punkt i 
ytans tangentplan, då detta rör sig utan att glida. 

Förstå vi nu med en developpabel ytas developpant eller evol- 
vent den kroklinie, som genereras af en fast punkt i ytans tan- 
gentplan, då detta rör sig utan att glida, så inse vi lätt, att på 
grund af förhållandet mellan de båda slag af böjning, om hvilka vi 
nyss talat, developpanten måste komma att i xzy-planet reducera 
sig till en enda punkt, om man vid ytans developpering i nämnda 
plan låter hvart och ett af hennes tangentplan der utbreda sig i 
det läge, som åt detsamma anvisas af läget hos motsvarande ge- 
neratris, och i stöd af denna egenskap kunna vi använda följande 
sätt för härledning af developpantens eqvationer. Vi skrifva eqva- 
tionerna för en punkt hvilken som helst i tangentplanet sålunda: 


= + AV FRV 


Y =Y FBOTMN I 


2+0cv+ NV, 


un 
I 


under det att vi med V beteckna algebraiska afståndet mellan den 
ifrågavarande punkten och den mot xyzg svarande generatrisen och 
med qvantiteterna !, m, n Cosinus för vinklarne mellan rigtningen 
af den linie, på hvilken afståndet mätes och positiva koordinat- 
axlarne. Dessa senare blifva 


NN 
Il 


Sin t Cos a — Cos t Cos w Cos Z — Cos t Sin w Cos 4 ö 
m = Sin t Cos 8 — Cos t Cos w Cos » — Cos t Sin w Cos u , 
n = Sin t Cosy — Cos t Cos-w Cos 2 — Cos t Sin w Cos v , 


om man afser den riktning, som gör spetsig vinkel med fundamen- 
talkurvans tangent i punkten xy2. 
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Att nemligen !, m, n svara mot denna och icke mot den 
motsatta riktningen, finner man, om man multiplicerar dem respek- 
tive med Cosa, Cos 8 och Cosy och adderar resultaten, i hvilket 
fall man erhåller 


Cosa .!l + CosB.m+ Cosy.n= Sint 
och således i högra membrum en qvantitet, som ständigt är positiv. 


Efter ytans utbredning i zy-planet kommer punkten i fråga 
att intaga ett läge, som vi kunna utmärka genom eqvationerna 


vr + Cosg vt Sing. V, 
fe Yt Sing .v— Cosq.VNi.: 
Af dessa erhållas 
v = (p — 2) Cos 9 + (q — yi) Sing , 
V = (p - 27) Sing — (4 —- 4) Cos 9 , 
och om man nu använder dessa värden på v och V och derjemte 
de värden på x,, y,, som förekomma i detta kapitels paragraf 4, 


så kunna koordinaterna för punkten i tangentplanet uttryckas så- 
som funktioner af p och q4 på följande sätt: 


gent pa) Ng | Cosa + 


+ Me ers p gl) — Cos w Cos & + 


RT ANAL fl ra at) LÅN 
+ Md Yr) ds (p xi) 


Sin w Cos A , 


ds 

4 = gy + (p-a) FF ORARE ON EU Cos p + 

+ Ila 0 SRA Cos w Cos " + 
in 


RE SKA fa s 
VAA Yr) ds (p Sin w Cos u , 
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Cos y + 


i dä da 
b= 24 P- mg + 0) TE 
+)(0- 0) - — (Pp - 2) I os Cos 8 + 


IA dy 
+ (4-0 (p = a) FÅ Sin  Cos1 | 
Genom att i dessa formler låta s variera, men bibehålla p och 
q konstanta, erhålles någon af den developpabla ytans develop- 


panter. 


Vi vilja här anmärka, att den sålunda bestämda kroklinien 
äfven plägar benämnas planevolvent i förhållande till den deve- 
loppabla ytans kantlinie, och att således en developpabel ytas de- 
veloppant och hennes kantlinies planevolvent äro olika benämningar 
för en och samma sak. I egenskap af planevolvent måste hon de- 
finieras såsom den kroklinie, hvilken genereras af en fast punkt i 
en annan kroklinies oskulerande plan, då detta utan att glida fort- 
skrider från punkt till punkt på den senare linien. 


Hänförda till fundamentalkurvans tangent, principalnormal och 
binormal såsom axlar, blifva koordinaterna för den fasta punkten 
i tangentplanet 


; dx da 
KL AP rr gr YT > 


skr dr : 
LIE 4-0) 0-2) Sno : 


Af de nyss gifna eqvationssystemen finner man, då frågan 
gäller tangentytan, 


| | dy, 
Bj ge (dr Nl Cosat 


d di 
+ 0-0 TE Pa CosE 
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FA 
W = gy + pa ER — Yy) lCoap+ 


dz 
+ (0-2) Ge (Pp - mi) GEN Con 
ix di ; 
ö = 2 + JU a) GE + (4-2) GEA Cosy 


) SA KEN nt 
RE ale = da) ge 08 G > 


E Fri RENA fak 
a TR Te LEE 

4 dT dy, 

FLN Re (RSA a 


Za 


1. Af formlerna i detta kapitels bären 4, som ega giltighet 
för developpabla ytor, följer att 


TRINE Fan. Nå 
(2 -) + c 2) = K? Cos 0 


ds? ds? 


eller 
KTESIK AE COR 20, 
och således, att fundamentalkurvans kurvatur efter developperin- 


gen i ett plan är lika med projektionen i ytans tangentplan då 
samma kurvas kurvatur före developperingen. 
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14. 


Evolutoider, evolutor, evolventoider, filarevolventer, rekti- 
ficerande ytor och linier, cyklificerande ytor m. m, 


Beskaffenheten af formlerna i föregående kapitel gifver oss en 
lika otvungen anledning att framställa, som den anvisar oss ett 
enkelt medel att besvara åtskilliga frågor, hvilka stå i nära sam- 
band med frågan om en ytas böjning. De vigtigaste bland dem 
skola vi här i korthet beröra. 


1:o. Om man antog 


K Sin w 
T dw 


+ miss ang 
ds 


pli = konstant 


och kunde integrera denna eqvation, så skulle de erhållna värdena 
på w efter insättning i den developpabla ytans eqvationer förvandla 
dessa till eqvationer för hvarje developpabel yta, hvars generatriser 
skäras af en gifven kurva under konstant vinkel eller, med andra 
ord, hvarje developpabel yta, hvars kantlinie (aréte de rebrousse- 
ment) är en evolutoid åt den gifna kurvan. 

I sådana developpabla ytor är den gifna kurvan loxodrom, 
emedan generatriserna äro krökningslinier. 


2:0. Om man antager 


Cos t = 0 
eller 


d w 
SDR Pe 


så kan man genom integration häraf bereda sig tillgång till eqva- 
tionerna för hvarje developpabel yta, i hvilken en gifven kurva är 
linie af största krökning eller, annorlunda uttryckt, hvarje deve- 
loppabel yta, hvars kantlinie är en gifven kurvas filarevoluta 
(developpata). 
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Integrationen ger nemligen 
o=C-fTds, 
och följaktligen blifva ytans eqvationer 


ESP RE 0 PES far OO , UGC +EV, 


a = Cos (C = fTds) Cost + Sin (C CONN Cosa 
b = Cos (C Eds) Cos » + Sin (C aka) Cos ut , 


e = Cos (C — fTds) Cos 2 + Sin (C UT de) Cosr.. 


En punkt på kantlinien, således på fundamentalkurvans fiar- 
evoluta, är enligt formlerna i föregående kapitels paragraf 5 


ATSU GT & 1 


a EERERG TER Goa (Cs) Tde) 


eller 


= 2 +0 Cos& + otg (C — | Tds)yCosA a 
n = yY + 0 Cos” + o tg (C —- STds) Cos u | 


NE o Cost rote(C —fTäs)Cosv. 


Af formen på dessa eqvationer synes, att, hvilket värdet på 
C än må vara, punkten, hvarom nu är fråga, alltid ligger på fun- 
damentalkurvans polarlinie, som har till eqvationer 


E-2-0CosE "-y-eCosn C-2- 00082 


ij Cos 4 i Cos u Cos v 


3 


och således ligga alla fundamentalkurvans evolutor på den yta, 
som genereras af hennes polarlinte, d. v. s. på hennes polaryta. 
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3:0. Om man söker den developpabla yta, hvars generatriser 
bilda med fundamentalkurvans tangent en vinkel, som är en gifven 
funktion af s, så har man att integrera 


och sålunda bestämma w. 


4:0. Söker man en gifven kroklinies evolventoider, det vill säga 
de kroklinier, alla belägna i den gifna kurvans tangentyta, hvilka 
skära tangenterna under konstant vinkel, som icke är 90, så löses 
detta problem på följande sätt. 


Af de för tangentytan gällande developperingsformlerna finner 
man först och främst för en punkt, belägen på den i xy-planet 
nedböjda evolventoiden 


ATG Cos [ Kds . (ds + dv) — v Sin SKds RAIS 


dä SN fKåds . (ds + dv) + v Cos Sf K ER SE 
dor = (ds + dv)y.+ Kwvrdst 


och vidare för motsvarande punkt på den i samma plan utbredda 
fundamentalkurvan 


dy Cos / Kds NULS IG 


dy, = Hin fSKåds USTA 


ST OSS 


Il 


Vinkeln & mellan evolventoidens tangent och fundamentalkur- 
vans motsvarande tangent, hvilken vinkel ej genom developperingen 
i cy-planet undergår förändring, måste således vara bestämd genom 
eqvationen 


ds + dv 


COsiOE 
V(ds + dv)? + K?vrds? 
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hvaraf man genom integration och under antagande af & konstant 
erhåller 


FOCotg 6 ./ Kds 
Se ö 


+0otg 9 .S Kas 
v = 10 — ifå ; ds 
Evolventoidernas eqvationer blifva följaktligen 


dr Ch dy Cd d2 e dst(.e 
ds ds ds I 


2 Hale + Cotg 6. S Kds F Cotg 4. S Kds 
Spike EA lant ANDA Erie (ON 


5:o. Af dessa sista formler erhåller man eqvationerna för de 
kroklinier, som skära den gifna kurvans tangenter vinkelrätt och 
som af längre fram angifvet skäl kallas filarevolventer eller deve- 
loppanter, om man ponerar 


O = 90, 


och dessa eqvationer blifva 


d.x SE dy i dz = 
ds ds ds 


6:0. Om man söker en gifven kroklinies rektifierande yta, 
d. v. s. den developpabla yta, vid hvars utbredning i ett plan den 
gifna kroklinien förvandlas till en rät limie, så kan man finna 
hennes eqvationer, om man i stöd af föregående kapitels paragraf 
7 och under förutsättning, att generatrisens riktning bildar spetsig 
vinkel med krokliniens binormal, sätter 


7T 


hvarigenom man erhåller 
K Cost T5nt=0; 


och ytans eqvationer blifva följaktligen 


II i + 
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SAD (TOMU IN NR MED UGN Ke UN 


a b C 
T Cos a + KCosvtN T Cos 8 + K Cos u — T Cosy + K-O0o80 


1 
VT? + K2 


Generatrisens eller, såsom den också benämnes, rektificerande 
lintens lutning mot den gifna kurvans tangent är enligt den eqva- 
tion, som vi nyss gifvit, bestämd genom 


; K 
tg! = TNG 

Den ena af rektificerande liniens riktningar bildar på en gång 
en spetsig positiv eller negativ vinkel w med riktningen af funda- 
mentalkurvans binormal och med riktningen af hennes tangent en 
vinkel w — 909. Den förre af dessa vinklar, som således räknas i 
direkt led i rektificerande planet och från positiva binormalen så- 
som fast grundriktning mot positiva tangenten, benämna vi rektifi- 
cerande vinkeln. För honom gälla formlerna 


Cos w = 2 
VT? + K? 
Sin Ww = I 
VT? + K?2 


och således 


tg w = = Cott 5 


7:0o. Man finner alla de developpabla ytor, hvilkas generatriser 
hafva samma lutning mot fundamentalkurvans tangent, som rek- 
tificerande linien, om man använder de värden på w, som erhållas 
genom integration af 


Tar SATS 
ds 


I 
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ty för dessa måste, emedan ytorna skola vara developpabla, 


Integrationen gifver 


GERRden 
(Cia URds) a 2 


Cos w = 2 


(C TAS). — 1 
(CE Tdsy öl 


Sin &w = 


Och således blifva ifrågavarande ytors eqvationer 


SIDE SEGER NE ad 


-— 9 
= Vv, 


a b C 
5 ARN Cos SAN sg 2 SRS å C -/Tds j Cos & + 
yT? + K? VT? K? (C FINNE fet) 
Y 2 
PN (C-fSTds) PA COS ÅA 
KNARK (C JT d se) sr 
0. 8. Vv. — Obs. För C = 00 fås rektificerande ytan. 


8:o. Problemet att finna en developpabel yta, genom hvars 
developpering i ett plan kurvaturerna 1 alla punkter af funda- 
mentalkurvan förminskas i ett konstant förhållande, löses enligt 
formlerna i föregående kapitels paragrafer 1, 5 och 7, om man 
sätter 


0 = konstant = e , 
och den sökta ytans eqvationer blifva 


SET + Avi, N.=Y+ DV, ERE ANG 
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T Cos a + K Cos e Sin e Cos Z + K Sin ?2e Cos A 

ÄD= — S — —— 
VT? + K? Sin ?e 


2 


7) 


AL T Cos 8 + K Cos e Sin e Cos » + K Sin ?e Cos u 
VT? + K? Sin ?e 
T Cos y + K Cos e Sin e Cos 2 + K Sin ?e Cos v . 
CE EA ; 
VT? + K? Sin ?e 


J:o. På det att, i de fall då sådant är möjligt, fundamental- 
kurvan må erhålla efter developperingen i ett plan en kurvatur, 
lika med hennes torsion före developperingen, sätter man 


r 


Cos & == . 
K 
10:o. Den cyklificerande ytan eller med andra ord den deve- 
loppabla yta, genom hvars developpering i ett plan fundamental- 
kurvan öfvergår till cirkel, finner man genom att sätta 


Å 
K Cosow ==", 
- 


då med > menas cirkelns radie. 
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Tangentytan. Filarevolvent. Planevolvent. 


1. Med tangentyta förstår man den yta, som genereras af en 
kroklintes tangent. . 


Aro en gifven kroklinies eqvationer 


x = £(5) > 
y = p(s) , 
2'= W(S)G 
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så äro eqvationerna för tangentytan 


&= Xx + v Cosa, 
1 = y+vCospB, 
Ce 0 GOR fl, 


Betydelsen af den i dem ingående qvantiteten » är oss bekant 
från teorien för rätliniga ytor i allmänhet, och från densamma 
känna vi äfven, att den yta, hvarmed vi nu sysselsätta oss, är de- 
veloppabel. Enligt kapitel 11 utgör den gifna kurvan hennes kant- 
linie (aréte de rebroussement). 


2. Utbyta vi i ofvanstående eqvationer v mot w —s, så upp- 
kommer ett nytt eqvationssystem 


& = Xx + (w — s) Cosa ; 
n = y + (w— s) CosB , 
S = 2 + (w — s) Cosy , 


i hvilket ww — s betecknar den del af tangenten, som vi förut be- 
tecknat med v. Genom detta representeras ytan i hela sin ut- 
sträckning lika väl, som genom det först framstälda; ty hvarje 
punkt, som motsvarar s och », angifves lika väl af samma s och 
det värde på ww, som satisfierar likheten 


W=V+TS 


Men de linier, som uppkomma på ytan, då man åt w gifver 
konstanta värden, äro helt andra, än de, som svara mot konstanta 
värden på v. Och deri har det nyå systemet ett företräde framför 
det andra, att förstnämnda linier äro af större betydelse för ytan, 
än de, som erhållas för konstanta v-värden. 

Undersöka vi den kurva, som svarar mot ett konstant värde 
på 20, så visar sig, att densamma beskrifves af en fast punkt på 
tangenten, om denne utan att glida rör sig så, att tangeringspunkten 
fortskrider utefter fundamentalkurvan. Om vi nemligen förlägga 
tangenten till den punkt på fundamentalkurvan, i hvilken vi anse 
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bågen begynna, och beteckna afståndet från denna punkt till den 


fasta punkten på tangenten med 2, så blir efter tangentens för- 


flyttning till någon ny tangeringspunkt det stycke af tangenten, 
som då ligger mellan den fasta punkten och motsvarande tange- 
ringspunkt, lika med 20o—s, och den fasta punktens koordinater 
satisfiera samma eqvationssystem, hvarmed vi beteckna den deve- 
loppabla ytan, ehuru naturligtvis w är att anse såsom en variabel 
qvantitet, om eqvationssystemet skall representera ytan och icke 
endast en deri belägen linie. "Tänker man sig nu, att en tråd blifvit 
lagd utefter fundamentalkurvan och att denne afvecklas på sådant' 
sätt, att den del deraf, som frigöres från kurvan, sträckes utefter 
tangenten, så måste någon fast punkt på tråden komma att be- 
skrifva samma kroklinie, som genereras af den fasta punkten på 
tangenten, och af detta skäl benämnes sist omtalta kurva funda- 
mentalkurvans filarevolvent eller developpant, hvarmed vi således 
förstå den nya kroklinie, som beskrifves af en fast punkt på fun- 
damentalkurvans tangent, då denne rör sig utan att glida. 

De mot konstanta värden på 20 svarande kurvorna i ytan äro 
följaktligen fundamentalkurvans filarevolventer, om hvilka vi redan 
från föregående kapitels $ 5 känna, att de skära fundamentalkur- 
vans tangenter vinkelrätt. I förhållande till sin filarevolvent be- 
nämnes åter fundamentalkurvan filarevoluta eller developpata. 

Undersöka vi de ilinier, som svara mot konstanta värden på 
s, finna vi lätt, att dessa såsom förut äro tangenter till fundamen- 
talkurvan och således tangentytans generatriser. 


3. Af senast anförda eqvationssystem, som för konstanta 
värden på w representerar fundamentalkurvans filarevolventer, men 
deremot för variabla värden på 2! tangentytan, erhålla vi genom 
differentiation 


BE Omg 

AE ås k RN MN bs fe 
Cos Zz Cos » Cos 2 

u d 2w 0 w 


Cos.d. ,,:Cos Bf... Cosy SE 
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2 
MEAN SK (T CosA-K Cosa el (UFA SSR 00S,5 
ds? ds ) 

09 , d 

52 — (ww — S)K IT Cospu — K Cos pj + tw-s)K$. Cosn, 
de ; | 

gg = fw - SKIT Cosv—K Cosy + tlw-s)KI. Coss, 


02 029 d2c 
d sd w Isdw Isdw 


Cos € — Cos» Cos $ , 


och således äfven 

SS) K Cos7 , B=(w-spK2, CD = —(w-spPRAT, 
unsew- ssK Cosu , F=0, IDO; 
Ene =) K Cosv , GG =1, IDR 


Beskaffenheten af denna formelsamling leder omedelbart till 
kännedom om följande egenskaper hos ytan och hennes s- och 20- 
kurvor. 


Emedan 


JL bad LÄGd NR RS SAR 
Cos Arr CöS mL Cost 


måste ytans normal i en punkt hvilken som helst vara parallel 
med binormalen i den punkt på fundamentalkurvan, genom hvilken 
den generatris är. dragen, som i sig innehåller den först omtalta 
punkten. 


Emedan 
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synes, att ylans generatriser och fundamentalkurvans filarevolventer 
bilda konjugerade lintesystemer. 


Emedan derjemte 


SD 


visar sig, att ytans generalriser och fundamentalkurvans filarevol- 
venter äro krökningslintier. 


Slutligen följer af 
REON OCH ITV le ALS 


att man har att göra med ett geodetiskt koordinatsystem, i hvilket 


generatriserna äro geodetiska linier, som af fundamentalkurvans 
filarevolventer skäras vinkelrätt. 


Det sist anmärkta förhållandet leder i enlighet med förra de- 
lens & 74 derhän, att vi måste hafva 


d 0 Om 
a dSDIRRN 


m = Vlw— sp . K 
och således 


d 0 FUNESES 
+ 


hvaraf följer 


så länge w > Ss eller så länge 2w <s. 


Hvarje geodetisk linie i tangentytan skär således tvenne gene- 
ratriser hvilka som helst under sådana vinklar, att skilnaden mellan 
dem är lika med totala kurvaturen hos den del af fundamental- 
kurvan, som är belägen mellan de punkter, i hvilka hon tangeras 
af de båda generatriserna, såvidt som för båda skärningspunkterna 
gäller, att antingen ww är större än s, eller ock mindre än s. 


SA 
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4. Eqvationen för tangentytans tangentplan i en punkt (s, 20) 
är enligt formlerna i föregående paragraf 


2 (35 —x— (w —s) Cos ay Cos 4 = 0 
eller enklare 
(5 — x) Cos 4 + (7 — y) Cos u + (& — 2) Cosv = 0 , 


och således är ytans tangentplan detsamma som fundamentalkur- 
vans oskulerande plan. 
Ytans normal i en punkt (s, 2) har till eqvationer 


Sie (w-s) Cosa "MY 2 (08006 D 
Cos 4 3 Cos u nn 


örat — 8) Cosy 
Cos v 


hvilka eqvationer visa, hvad vi redan förut känna, att nemligen 
normalerna i alla punkter af en och samma generatris äro paral- 
lela med fundamentalkurvans binormal i den punkt, der hon af 
generatrisen tangeras. 

Det af ytans normaler längs en generatris bildade planet inne- 
håller på en gång fundamentalkurvans tangent och binormal och 
är således detsamma som fundamentalkurvans rektiftcerande plan. 


5. I hvarje punkt af ytan har naturligtvis den principalsek- 
tion, hvars tangent sammanfaller med filarevolventens, största krök- 
ningen, och den åter, hvars tangent utgöres af ytans generatris, 
minsta krökningen. Sammanfattningen af alla de krökningscentra, 
som tillhöra principalsektionen af största krökning, benämna vi 
orten för största krökningarnas centra. För tangentytan blifva 
denna orts eqvationer (se förra delen pag. 193) 

5 x — (w— ss) Cosa. Nn —y-(w-s)Cosg 


Cos A Cos u 


C—2— (w — s) Cos 
; LÅ ; - Vv | Å 08) 


SI: 


eller 
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i T Cosa + K CosA)4 , 


(1 AM nd 


T 


KORSETS 


NIST IT Cosp + K Cosu;, 


ö- 2 = IT Cosy + KCosv), 
och dessa beteckna tydligen en rätlinig yta, hvars generatris har 
till eqvationer 
E-X (a er NER C- 2 
TCosa+KCoså  TCosB+KCosu  TC&Cosy+KCosv ' 


Men dessa eqvationer äro oss bekanta från föreg. kap. $ 6 
och tillhöra fundamentalkurvans rektificerande linie. Orten för 
största krökningarnas centra är sålunda, då frågan gäller tan- 
gentytan, detsamma som fundamentalkurvans rektificerande yta. 


6. Vilja vi något utförligare undersöka filarevolventerna, så 
hafva vi dervid att använda eqvationerna i paragraferna 2 och 3 
under antagande af 20 konstant och att med indicerade bokstäfver 
beteckna de till evolventen hörande qvantiteter, som svara mot fun- 
damentalkurvans «, 8, y, 5, 0, ö, 4: ft, Vy KLUTVKOROGHINEE 


Vi finna sålunda först 
dö = (w — s)K Cos & KOR 
dn = (w — syK Cos» . ds , 
dö = (w —- s)K Cos2Z.ds, 
do = Vw — sj Kds 


och således 


Cös a. Cos fp, — Cosy, « FUL==08 


Cos £ ROR Cos 2 ke VQav — s)? ; 
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Fundamentalkurvans principalnormal och filarevolventens tan- 
gent äro således alltid parallela, och de hafva derjemte samma 
riktning, om s < w, men motsatta riktningar, om s > w. 


Emedan (2 — s): V(w — s) för s = w går öfver från + 1 till 
—- I, synes, att filarevolventens tangent kastar om riktning 1809 i 
punkten s = w, och att således filarevolventen får en rebrousse- 
mentspunkt der, hvarest den har en gemensam punkt med funda- 
mentalkurvan. 


Genom differentiation af sista eqvationssystemet får man vidare 


KOREA dö = = IT Cos 4 —K Cosalds 


V(w — s) 
0. s. v., hvaraf erhålles 
Y nd Y 3 
Cos Z, Cos ”, Cos 3, 


IMER Cös&« I Cosy - K Cosg I Coswv- K Cosy 


Ww—S 1 
TAR EN 


Dessa eqvationer visa, att filarevolventens principalnormal är 
vinkelrät mot fundamentalkurvans rektificerande linie. 


Genom användning af formlerna 
Cos 4, = Cos f, Cos $, -— Cos y, Cos 7», 
0. 8. v. erhåller man slutligen 


ORM Än nt ve COS Cos v, Z 
GOSREK Cosa — I Cosf + KCosu  T Cosy + KOCosv 


|. 


EE 


v 


ett eqvationssystem, som visar, att filarevolventens binormal är 
parallel med fundamentalkurvans rektificerande linte. 
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Den ena af riktningarna hos fundamentalkurvans rektificerande 
linie bildar på en gång en spetsig vinkel w med riktningen af fun- 
damentalkurvans binormal och med riktningen af hennes tangent 
en vinkel w — 909. Den förre vinkeln vilja vi benämna rektifice- 


rande vinkeln. 
Hos rektificerande ytan är 
Sin t (O0RE | 
SR are 


Mellan w och t eger följande relation rum 


7t 
FRU 


och således är 


Cos w 


KEEL 


Sin w 1 


Således är w uppmätt i direkt led i rektificerande planet och 
räknadt från positiva binormalen, så att w = 909 ger tangentens 
riktning. Om vi använda denna vinkel, härleda vi med lätthet 
ur nyss angifna formler för beräkning af de vinklar, som filarevol- 
ventens tangent, principalnormal och binormal bilda med koordinat- 


axlarne, följande formelsamling: 


2 Cos a, Cos a = 0 , 


Il 


= Cos a, Cos & 


rd 
EN 
SD 
&T& 
| | 
(7A 
Ne 
NN 


20080, Cos 7 =0, 


v w—S 
2 Cos gi Cosa = — OE 
(w — s) 
z Cos AA, Cos 4, = 0 ; 
wW rn S . 
PDA Cos Za Cos Å FE Sin WEE 


(w— 8)” 


Cos w , 
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2 Cos 4, Cos a = Sin w , 
2 Cos 4, Cos g- Os 


Z Cos 4, Cos I = Cos w , 


hvilken utom annat visar, att filarevolventens och fundamentalkur- 
vans binormaler hafva sådana riktningar, att dessa ständigt bilda 
spetsig vinkel. 


Ur de formler, som erhållas genom differentiation af 


Oster COS) COS; oc WS 


Cos Zz — Cosn REKA NR V(w— s)? 


, 


och af hvilka vi ofvanföre anfört en, erhålles 


cg SN LAGAR ds? 


och således 


K- Bar yT? + K? 
; Vw — s)? K 
eller 
Np 
017 =S V(2w Sr Bja . TAN STOR 
VP: +o? 
eller 


ör Va — 8), COS Was 


Detta sista uttryck för filarevolventens krökningsradie leder 
till följande formler för koordinaterna 5”, Y'. Sö för filarevolven- 
tens centrum curvatur2e: 


ö" = X + (w — s) Cos a + V(w — 8) . Cos w Cos £, 
0. 8. v. eller 


Eg” SN ke Nn” TR Y He Ce 2 
KCos4 + TCosa KK Cosu + TCosg — K Cosv + T Cosy 


RK, Te pa (ww — 5) | 
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Af dessa synes, att filarevolventens centrum curvature ligger 
på fundamentalkurvans rektificerande linie. 


Genom differentiation af 


Cos 4 Cos uu, - Cos v, E 
TCosa+ KCos4 oTCosB+ KCosu  TC&Cosy + KCöSVor 
LS 1 
VT? + K? 

eller 

Cos 4, = Sin w Cos a + Cos w Cos A , 

Cos u, = Sin w Cos 8 + Cos w Cos u , 

Cos v, = Sin w Cos y + Cos w Cos » 
får man 


— T, Cos Z, do = d Sin w . Cosa + d Cos w. Cos4 


o. s. v. och deraf efter multiplikation med Cosa, Cos 8, Cos y 
resp. och addition af motsvarande membra 


SE Tydo = + KEN 
Vlw — s)? ds 
eller 
T 1 d w 
1 


Men nu är 


och således 
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Följaktligen är 


1 d J 
CR K (w -- 8) ds NE 


Af detta uttryck för filarevolventens torsionsradie följer, att 
om en kurvas filarevolvent är plan, så är hon sjelf en helis i vid- 
sträckt mening, d. v. s. en kurva, hvars tangent ständigt bildar 
konstant vinkel med en fix rät linie. "Ty af 


följer 
= e = konstant 


och således 


d CosA = —- e.d Cose, 
Cor = —- e.d Cosp, 
dCosv = —-ce.dCosy , 
hvaraf 
CosåA = Il —- c Cosa , 
Cos u = m — ce Cos B , 
Cosv = n — c Cosy , 
hvilka eqvationer för att samtidigt vara sanna fordra, att 


I Cos a + m Cos Bf + n Cosy = c 
eller 


lx + my+ne = es + C, 


och att således kurvan är en helis. 
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Eqvationen för filarevolventens normalplan är 


2(5 — 2 — (w— s) Cos a I Cos & = 0 
eller 
(E — 2) Cos & + (7 — y) Cos” + (5-2) Cos 2 = 0, 


och således är filarevolventens normalplan detsamma som funda- 
mentalkurvans rektificerande plan. 


Eqvationen för filarevolventens rektificerande plan är 
Z(£ — x)(T Cos4 — K Cos a) = — (ww — s)K ; 


och således är filarevolventens rektificerande plan parallelt med 
fundamentalkurvans rektificerande linie och beläget på ett afstånd 
från denna linie, lika med filarevolventens krökningsradie. 


Eqvationen för filarevolventens oskulerande plan är 
Z(E — x)(T Cos a + K Cos 4) = (ww — s)T , 


och således är filarevolventens oskulerande plan vinkelrätt mot fun- 
damentalkurvans rektificerande line. 


Koordinaterna för centrum i filarevolventens oskulerande sfer 
erhållas enligt förra delens $ 30 ur 


CH 7 3 SV fö Yaga d 0, | 
Eg" = ag + (w — 8) Cos a + 0, Cos £, + Jo COS ÅA, 


AR 


0. 8. Vv. genom användning af de funna värdena på o,, T, , Cos Cr 


och Cos 4, m. fl. och blifva 


Eg L Ja Yu IR Y : ME Cd Sd VA 
T Cosa + KCoså) TCosp + KCosu TCosy + K Cosv 


K 
adK dal 
PRAT 


T 
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I det följande skola vi se, att centrum för filarevolventens 
oskulerande sfer, hvilket, såsom vi haft skäl att vänta, är en punkt 
på fundamentalkurvans rektificerande linie, tillhör rektificerande 
ytans kantlinie (aréte de rebroussement). 


7. Sammanfatta vi, hvad i föregående paragraf innehålles, 
framgår deraf: 


att fundamentalkurvans tangent och binormal samt filarevol- 
ventens principalnormal och binormal alla ligga i ett och 
samma plan; 


att detta plan således är på en gång fundamentalkurvans 
rektificerande plan och filarevolventens normalplan; 

att fundamentalkurvans principalnormal och filarevolventens 
tangent äro samma plans axlar och således parallela; 

att filarevolventens polar är detsamma som fundamentalkur- 
vans rektificerande linie, och således filarevolventens polaryta 
detsamma som fundamentalkurvans rektificerande yta; 

att följaktligen såväl filarevolventens centrum curvature som 
centrum för samma kurvas oskulerande sfer är beläget på 
fundamentalkurvans rektificerande linie; 

att — då derjemte centrum för tangentytans största krökning i 
en punkt på filarevolventen ligger på den mot samma punkt 
svarande polaren, hvilken polar är detsamma som fundamental- 
kurvans rektificerande linie — fundamentalkurvans tangent och 
rektificerande linie samt ytans normal i punkten på filarevol- 
venten måste bilda en rätvinklig triangel, hvars höjd mot hy- 
potenusan är filarevolventens krökningsradie och hvars på 
tangentytans normal belägna katet är radie för ytans största 
krökning i den ifrågavarande punkten; 

att fundamentalkurvan måste utgöra en geodetisk linie på 
filarevolventens polaryta; 

och slutligen att kantlinien på fundamentalkurvans rektifice- 
rande yta utgör orten för centrum i filarevolventens oskule- 
rande sfer. ; 


38... Positiva och negativa mantlar. — Emedan tangentytan 
genereras derigenom,. att fundamentalkurvans tangent rör sig från 
punkt till punkt, och då dervid, i allmänhet taget, en tangent icke 
träffas af de öfrige, men deremot hvarje tangent delas af tange- 

1 5 
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ringspunkten 1 en positiv och en negativ del, måste öfver hufvud 
taget hvarje tangentyta komma att bestå af tvenne mantlar, till 
hvilka fundamentalkurvan utgör fogen, den ene genererad af tan- 
genternas positiva delar och karakteriserad deraf, att för alla punkter 
på denne mantel » eller ww — s är positivt, den andre åter gene- 
rerad af tangenternas negativa delar och karakteriserad deraf, att 
för alla hans punkter v eller w — s är negativt. Vi vilja benämna 
den förre tangentytans positiva mantel, den senare hennes nega- 
tiva mantel. | 


9. Planevolventen. — Tangentytans developpant eller, som är 
detsamma, fundamentalkurvans planevolvent har enligt paragraferna 
4 och 6 af kapitel 13 följande eqvationer 


gör X' Cosa + Y' Cos? , 

Y =y + K'Cosp+ Y'Cosn, 

ER rk Basylr IDO 

X' = (p- fds Cos fKds)Cos Sf Kds + 
+ (q— fds Sin SKds) Sin SKds , 

Y' = (q — fds Sin (Kds) Cos SKds — 
— (p- fdsCos fKds)Sin SKds 


Af de båda sista eqvationerna erhålles genom differentiation 


2 ORNASDE 
ds 

2 ÅR IK SEND TE 

(LS 


och således får man, om man med punkterade bokstäfver betecknar 
de till planevolventen hörande qvantiteter, som svara mot funda- 


mentalkurvans &« , Bb, 7, 7 + 74 Sods tta PK, T05 PORN 
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(dee ML 


IAS 


FSE i nr SP POR Str Kds 
JosA ”Cosu ” Cosv G 


do a VY?RT?. ds 


och således 


OSA OR 1 COS'Y VN 


CosA  Cosu  Cosv = VY?T2 


Planevolventens tangent och fundamentalkurvans binormal äro 
således parallela, ehuru ej alltid af samma riktning. 


Vidare får man af sista eqvationen 


, Y' As AR 1 L 
U| EE 2 ÄV rr 
K Cos £ ENG yT Cos £ Får 7 Cos A 
0. s. v. och följaktligen 
Cos$' — Cos”' Cos? Y 


(GSE ICO AL iv dos gi KET. 


Planevolventens och fundamentalkurvans principalnormaler äro 
således alltid parallela, ehuru icke alltid af samma riktning. 


Slutligen erhåller man af föregående eqvationer och 
Cos 4' = Cos 8' Cos &' — Cos y' Cos »' , 
Cos a = Cos » Cos v — Cos 2 Cos u 
m. fl. eqvationssystemet 


CoB = Cos' un 0UoS vt T 


föskar, GöRprIt Cosy YT 
Planevolventens binormal och fundamentalkurvans tangent äro 


följaktligen parallela, men ej alltid af samma riktning. 


Af den nyss framstälda eqvation, hvari K”' ingår, och de öfriga 
af analog form finna vi 
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1 
K= 
VY 

eller 

o' 24 Vr” 

Genom differentiation af det eqvationssystem, hvari Cosinus 

.” LÅ ' Vv . [0] . 
för z 8 CA INS A KANTIÄNSA j 


LÅ 


(T' Cos 4 — K' Cos e')do' = — (T Cos4 — K Cos a)ds 


V Vä 2 


' 


0. 8. v. och häraf genom multiplikation med Cos 4, Cos uw , Cosv 
och addition 


; 1 K 
T = TY . T 
eller 
Ta Y | KK" ; 
VY 


Denna sista eqvation gifver oss 
00 SER 


och således är rektangeln af fundamentalkurvans och planevolven- 
tens radiv curvature lika med rektangeln af samma liniers radii 
torsionis. 


Planevolventens normalplan har till eqvation 
(ö — x) Cos 4 + (7 — y) Cos u + (& — 2) Cos v = 0 
och är således detsamma, som fundamentalkurvans oskulerande plan. 


Pundamentalkurvans tangent är således detsamma som plan- 
evolventens polar, och tangentytan detsamma som den af planevol- 
ventens polarer genererade ytan eller m. a. o. planevolventens 
polaryta. 


Hj 
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Punkten xy2 måste i följd häraf vara centrum för planevol- 
ventens oskulerande sfer i punkten &'7'5 , och således, om denna 
sfers radie betecknas med FE", 


HERE X ye = (p - fås Cos [KdsYyY + (q = ids Sin (Kdsy . 


Äfvenledes måste projektionen af punkten £'wö på funda- 
mentalkurvans tangent vara detsamma som planevolventens krök- 
ningscentrum, emedan nämnda räta linie är planevolventens polar. 
Koordinaterna för planevolventens krökningscentrum äro följakt- 
ligen gifna genom 


Er=0+ X' Cosa, 
NRSTIRE AN ELO HT, 
GES RANCOS fig 


hvilka eqvationer naturligtvis också, om man i dem låter s va- 
riera, representera hela den i tangentytan belägna kroklinie, som 
utgör orten för planevolventens samtliga krökningscentra. 


Eqvationen för planevolventens rektificerande plan är 


(E — x) Cos & + (1 — y) Cos » + (5 — 2) Cos Z = Y' ; 


och således är planevolventens rektificerande plan parallell med 
fundamentalkurvans rektificerande plan. 


Eqvationen för planevolventens oskulerande plan är 
(£ — 2) Cos a + (7 — y) Cos Bf + (8 — 2) Cosy = X';; 


och således är planevolventens oskulerande plan påarallelt med fur- 
damentalkurvans normalplan. 


10. Tangentytans geodetiska linier. — Betecknar man den del 
af xy-planet, hvari tangentytan låter utbreda sig, med eqvationerna 


5 = f ds Cos SfKds + vCos S[Kds i 


m = f ds Sin (Kds + v Sin SKds , 


70 Tangentytan. Filarevolvent. Planevolvent. 
så finner man, att en linie i tangentytan är rät, om 
pö +qm+7r=0, 


deri p, q och 7 äro konstanter, och att det värde på v, som gifver 
en geodetisk linie i tangentytan, följaktligen måste sökas ur en 
eqvation af formen 


pfds Cos [Kds + qfds Sin SKds + ir + 


+ våp Cos [| Kds + q Sin (Kds] VOR 


Denna eqvation satisfieras först och främst af alla möjliga vär- 
den på v, om man gifver åt s ett konstant värde och sätter 


på Sin /Kds S 

q=-— Cos [Kds ; 

r = - Sin /Kds.fadsCos Sf Kas + Cos S[Kds. fdsSinfS Kas, 
och leder sålunda till eqvationerna för tangentytans generatriser, 


hvilka, såsom vi redan känna, äro geodetiska linier i ytan. Men 
den satisfieras också af 


1 — C, f ds Cos [Kds — C, f ds Sin (Kds 
(0 Cos [Kds + C, Sin /Kds 


hvari C, och C, äro tvenne nya arbiträra konstanter. 
De tangentytans geodetiska linier, som icke tillika äro genera- 
triser, hafva derföre till eqvationer 


&=2Xx + v Cosa, 
nn = y+vCosp, 
= 2 + v Cosy , 


Ik C, f ds Cos Sf Kds — C, Sf ds Sin SKds 
; C, Cos / Kds + C, Sin (Kds 


V 
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Vid integrationernas utförande är det här aldeles likgiltigt, 
om man inför nya arbiträra konstanter eller icke, ty dessa skulle, 
såsom man lätt finner, komma att kombineras med C, och C, på ett 
sådant sätt, att uttrycket för v i sjelfva verket icke genom dem 
blefve mera generelt, än om de saknades. 


11. Geodetiska liniernas filarevolventer. — En geodetisk linies 
eqvationer kunna skrifvas under formen 


SEX + Coe, 
N=y + v Cosp, 


C=2+v Cosy, 


m — (Sin (9 + V)ds 
Nä Sin (9 + VV) ” 


9 = /Kds. 


Den deremot svarande filarevolventens eqvationer måste der- 
för vara 


rg 
Il 
ur; 
+ 
ER. 
(& 
| 
SÅ 
gett 


ww 


PST SÅ TS 


är 


II 
UN 
SE 
- 
| 
Än 
| 


Det första eqvationssystemet gifver 


RTR — v K cot (q + V) ; 


och således blir 
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dé 


ds 


4 (1 + 2) Cos a + vK Cos & = 


ds te 


CR Cos (9 + V) Cos a + Sin (9 + V) Cos & 
Sin (9 + V) 
och 


do? v? K? 


ds? — Sin? (9 + V) ' 


Löser man denna eavation så, att man sätter 
| , 


dö vK 
di NSD (Gurre KA 
erhålles 
då SEN d SM G 
i Cos (9 + V) Cos a + Sin (9 + V) Cost , 


och derjemte satisfieras i sådant fall 


dö. m — f Sin (9 + VIYds K 
SR Sin? (9 + V) | 


af 
C- 0 =!l+ 


mUos(g9+ V)+Sin(g + V) S Cos(g + V)ds—-Cos(g+ V) | Sin(g+ V)ds 
Er Sin (9 + VV) 


eller ännu enklare, om man sätter 
p= -lICos V + m Sin V., 


9 = Lin V + m CosV; 
af 


(ERA 


4 (4 — f Sin gds) Cos y = (PE ICO gp ds) Sin 9 
EE Sin (9 + V) | 
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Införa vi nu i filarevolventens eqvationer de värden på 


dö dn dö 
PENNAN SUG öcki a, 


o 


som vi nyss funnit, så visar sig, att eqvationerna för en i tangent- 
ytan belägen geodetisk linies filarevolvent äro 


E=L+ (v — [ Cos 9 5 ds) Cos g& + (q - [Sing .ds)Sin pt Cosa + 


+ IC - [Sing | ds) Cos 9 - (p —- f Cos 9 . ds) Sin gå Cos Z 


ÖS Vi 


Till samma eqvationer komma vi äfven, om vi lösa 


ÄR Sr v? K? 

ds? — Sin? (q + V) 
sålunda: 

do An vkK 

SA RE SIG HA 


och formen på dem visar, att hvarje till tangentytan hörande 
geodetisk linies filarevolvent är planevolvent i förhållande till fun- 
damentalkurvan, eller s. ä. d. s. en tangentytans derveloppant, så 
vida icke den geodetiska linien är en af tangentytans generatriser, 
i hvilken händelse naturligtvis frågan om dess filarevolvent förfaller. 

Då man i ett plan vill utbreda en tangentyta, kan detta ske 
derigenom, att man fäster en af hennes generatriser utefter en rät 
linie i planet och först böjer ytan omkring denna och sedan om- 
kring hvarje följande generatris. Men liksom man på detta sätt 
kan böja och i planet utbreda tangentytan, så kan man naturligtvis 
också, såsom vi redan i kapitel 13 paragraf 6 anmärkt, kring ytan böja 
en del af planet, derigenom att man fäster honom såsom tangentplan 
längs en generatris och böjer honom omkring denna och följande 
generatriser, så att ett stycke deraf formar sig efter ytan, under 
det att det återstående, som ännu icke blifvit nedlagdt i ytan, ut- 
bredes i tangentplanet längs den generatris, som utgör gränsen 
mellan ytans höljda och ohöljda delar. 
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Förfar man på detta sätt, kommer hvarje rät linie i planet att 
sammanfalla med en i ytan belägen geodetisk linie, under det att 
hvarje fast punkt i planet beskrifver en planevolvent i förhållande 
till tangentytans aréte de rebroussement. 

Sammanträffa i en punkt flera af tangentytans geodetiska linier, 
så motsvaras dessa af lika många räta linier i det omhöljande 
planet, och dessa skära hvarandra också i en punkt, som samman- 
faller med den förstnämnda, om ytan blir tillräckligt omhöljd af 
planet. Dessförinnan och medan dessa båda punkter ännu äro 
skilda, ligger den senare i något af tangentytans tangentplan, och 
från honom utgå då de räta linierna såsom tangenter till mot- 
svarande geodetiska linier, alla med sina tangeringspunkter belägna 
på en och samma generatris. 

Af hvad nu blifvit sagdt, och då vinkeln mellan de båda räta 
linier i planet, som motsvara tvenne geodetiska linier i tangentytan, 
naturligtvis är konstant, emedan linierna äro fasta i planet, inses, 
att också vinkeln mellan tvenne geodetiska bågars tangenter i 
punkter af samma generatris till en tangentyta är konstant och 
lika med vinkeln mellan sjelfva de geodetiska bågarne i den punkt, 
der dessa skära hvarandra, om nemligen en intersektion dem 
emellan verkligen eger rum. Under denna samma förutsättning 
inses likaledes, att hvardera tangentens längd, räknad från tange- 
ringspunkten till tangenternas skärningspunkt, är lika med motsva- 
rande geodetiska båges längd, räknad från förstnämnde punkt till 
bågarnes skärningspunkt, och vidare, att tangenternas skärnings- 
punkt beskrifver icke allenast en planevolvent åt tangentytans 
kantlinie utan också en filarevolvent åt hvardera af de geodetiska 
linierna. 

Och slutligen inses omvändt, att den ene tangenten är normal 
mot den developpabla yta, som genereras af den åndre, om tangen- 
terna bilda rät vinkel, och att i sådant fall den enes tangerings- 
punkt utgör "ett centrum för största krökningen hos den yta, som 
af den andre tangenten genereras, — ett centrum svarande mot den 
punkt, der tangenterna skära hvarandra. 
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I6. 
Geodetiska linier i tangentytan. 


1. En geodetisk linies eqvationer kunna skrifvas under formen 
SRK HO COS RA, 
nn = y + vCosp, 


Ra GORA 


Mm — f Sin AGE 


ES SR 


V=n-fSKds =n-q, 


i hvilka eqvationer »m och 2 beteckna konstanter. Genom att gifva 
at dem bestämda värden erhåller man speciella geodetiska linier. 


Differentieras det nu framstälda eqvationssystemet, och iakt- 
tages dervid, att 


AEG Got.V 3 
ds 


Oo [0] 
så erhåller man 


dz3 vK 


Seve ft CostK Cosd + Sin log & I 
ds Sin V t Cos Vv Kos O'S 


0. s. v., hvaraf 
CR v? KRK? 
ds?” Sin 2V 
eller 
de KV 


ds  ySin?V ” 


och således, om man sätter 
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v Sin V = m- f Sin KaASENA 


Cos a, Cos B, NM 
Cos V Cos a + Sin V Cost Cos V Cos 8 + Sin V Cos » E 


ju Cos 7, MS 
— Cos V Cosy + Sin V Cose Vy? i 


Genom dessa eqvationer är riktningen af den geodetiska liniens 
tangent bestämd. 


Differentieras detta sista eqvationssystem, så får man 
K, . Cos £ dos VB VT Cs ANGE 
|| Vw? 


0. s. v., hvaraf följer 


Sin 2V VT? 
vo OK 


Kör 


och 


Cos &,. 11 -Cosm RT vT 


Cos 4 > Cs jur a AGOSPA Ky DS 


Detta sista eqvationssystem visar, att den geodetiska liniens 
principalnormal är parallel med fundamentalkurvans binormal 
och af samma eller motsatt riktning, allteftersom 


Tv > 0: eller. Tv.< 0: 


Af de nu funna uttrycken för Cosie Cos », och Cos 3, och 


de ofvan gifna uttrycken för Cos a,, (ör Pp, och Cosy, erhåller 
man genom vanlig kombinering 


Cos 4, Cos uu, 


sr 


Sin V Cos a — Cos V Cos Y Z — Sin V Cos p — Cos V Cos » 


Cos v, RSA 
Sin V Cosy — Cos V Cos Ca PTE Sin? Vv 
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TT 


hvilka eqvationer bestämma riktningen af den geodetiska liniens 
binormal. Af dem fås genom differentiation 


AAA ,c 
NS T'Smok Coscl 


Kv 
2. Om vi nu hafva tvenne geodetiska linier, svarande mot 
V=n-9, 
Vis, 
så är 
Cos a, ” Cos B, MS 
Cos V Cos a + Sin V Cos z — Cos V Cos 8 + Sin V Cos » i 
Cos y; ad 
— Cos V Cosy + Sin VCosgd Vw: ; 
Cos &', Cos 8', 


Cos V' Cos &« + Sin V' Cos Z — Cos V' Cos Pp + Sin VV” Cos SR 


Si Cos y' NE 
— Cos V' Cosy + Sin V' Cos2 Vy? ” 


WksturSin , 


Vv = Sin KF 


och således 


= L0S Ad, COS Aj = SAR Cos(V — V') = 
Vw” 
IRS KN 
V w? w'” 


os (n — N') , 


hvaraf i allmänhet följer 


dZ Cos a, Cosw', = 0. 
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Dessa eqvationer visa, att vid öfvergången från en generatris 
till en annan vinkeln mellan de båda geodetiska Uiniernas riklt- 
ningar i punkter på samma generatris i allmänhet blir oförändrad, 
och att den enda möjliga förändring, som den kan undergå, består 
i en plötslig tillökning eller förminskning af 180"; hvilken förän- 
dring, såsom af formlerna synes, måste bero derpå, att ww' byter 
om tecken, och således endast inträffa i en punkt, der en geode- 
tisk linie skär fundamentalkurvan. 


3. Införa vi i ofvanstående formler en vinkel 69, definierad 
genom eqvationerna 


Cos 0 = Z Cos a, Cosa , 
Sin 0 = Z Cos a, Cos & , 


då 6 således är vinkeln mellan riktningarne af den geodetiska 
liniens och fundamentalkurvans tangenter, uppmätt i direkt led i 
fundamentalkurvans oskulerande plan och med hennes tangent så- 
som fast vinkelben, så finna vi följande formelsamling: | 


Cos 0 = NR Cos V', 


p 


VIE 
Sin 0 = se Sin V , 
w” 
hvaraf i allmänhet och endast med undantag för någon punkt, hvari 
den geodetiska linien skär fundamentalkurvan — om nemligen nå- 
gon sådan punkt finnes -— måste gälla 


v Sin 0 > 0, 


Kv» 
lc oe ae 
; Sin 6 as 
K, do = VT? Sin 20. ds , 


Tsdoö = PCos!0Lds 
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Integrerar man 


do = — Kds 


mellan gränserna s, och S, så finner man 
8 
Ör 0, = KAS, 
"0 


under förutsättning naturligtvis af den kontinuitet, som är erfor- 
derlig, om den definita integralens värde skall kunna erhållas genom 
gränsernas insättning i den indefimita integralen; och denna eqva- 
tion visar, att således i allmänhet differensen mellan de båda mot 
S och sy, svarande värdena på 0 är numeriskt lika men af motsatt 
tecken med fundamentalkurvans totala kurvatur mellan punkterna 
SPEL (RE 


Formeln 


dvs CoR0.Tds 


visar, att, om fundamentalkurvans torsion bibehåller samma tecken 
från s, till S, och mot dessa värden svara co, och Z, 


po ; ; S 
fö T,do = M(Cos 0). f, Tds , 


deri M(Cos 0) betecknar ett medelvärde af alla dem, som Cos 9 
antager, under det att s varierar från sy, till S. Totala torsionen 
af en geodetisk båge, som sträcker sig från en generatris till en 
annan, är således i allmänhet numeriskt mindre, aldrig numeriskt 
större, än totala torsionen af den båge på ytans kantlinie, som 
ligger mellan generatrisernas tangeringspunkter, såvida denne se- 
nare båge i alla sina punkter har samma slags torsion. 


4. Riktningen af den geodetiska liniens tangent bildar med 
generatrisens riktning en positiv vinkel I, icke öfverstigande 180", 
för hvilken måste gälla 


CR OR V = Cos O , 
Vy? 


SU SN SLEA SrySin 20 
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Införes denne i uttrycken för den geodetiska liniens krökning 


och torsion, så få vi 


T2 
KR IS in 


” 


K Vv? 


T . 
ur KVA Sin & Cos I . 
lv? 


Den förra af dessa eqvationer visar, att af alla geodetiska 
linier, som utgå från en punkt på generatrisen, den, som är vin- 
kelrät mot generatrisen, har största krökning 1 ifrågavarande punkt, 
och att denna största krökning (K,) är 


VT? 


K Vv? 


(K') 


Ofriga genom punkten gående geodetiska liniers krökningar 
kunna beräknas medelst formeln 


Ki = (K)) Binda 


i öfverensstämmelse med dels generella teorien för geodetiska linier, 
dels läran om Dupins indikatris. iq 


Den andra eqvationen åter, som kan skrifvas 


visar, alt bland alla geodetiska linier, som utgå från en punkt på 
generatrisen, de båda, som bilda 459 och 1359 vinklar med sist- 
nämnda linie, hafva den ena största och den andra minsta torsio- 
nen. Den visar också, att tvenne geodetiska linier, som bilda med 
generatrisen antingen vinklarna 


na 


BIN 


och 


SES 


ff SC RAS 
CV | AN z 
MJ p "+ 


I Mr - 
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eller vinklarne 
3 I 
J= —-J 
4 
och 
Fy AE 
J=— +20 
NE 


hafva samma torsion i skärningspunkten. Vidare visar den också, 
att man får numeriskt lika men till tecknet motsatta värden på 
torsionen, om man insätter ” 


äl 6 9 
Arr ee 
och 


och att således i den punkt, der två geodetiska linier skära hvar- 
andra vinkelrätt, deras torsioner äro lika stora men af motsatta 
tecken. » 

Slutligen visar den, att fundamentalkurvans och den geode- 
tiska liniens torsioner i motsvarande punkter äro af samma tecken, 
om liniernas riktningar 1 dessa punkter bilda spetsig vinkel, men 
deremot af olika tecken, om riktningarna bilda trubbig vinkel. 


5. Införa vi åter i formelsamlingen en vinkel W,, bestämd 
genom eqvationerna 


20 SU Wi =2 Co8g, COS.0=, La SA Cos V , 
VT? Vv? Sin 2V 


a COSPHANS NS COS by COB-0-= SE VSin 27 , 


så finna vi 
K Vv? 
Cos W, 


II 6 


do = 
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Te 
RE NER Cos >W, , 
K Vv? 
(SOLNA Sh de 
K Vv? 
Cos W, = FRESK ; 
yK? + T? 
Sin W, = KLOR 
VR? + T? 


Af de båda sista eqvationerna synes, att vinkeln W, ingen- 
ting annat är, än den geodetiska liniens rektificerande vinkel. 
Enligt de båda eqvationer, genom hvilka W, definierades, samman- 
falla alltså generatrisen och den geodetiska liniens rektificerande 
linte, och deras riktningar likaledes, om 


TOA 
1 motsatt fall och således, om 


LSU 


äro riktningarna motsatta. 


6. Om tvenne geodetiska linier i ytan skära en och samma 


generatris i punkterna (s, v) och (s, v'), så gälla för den första 


bland dem 


COS” aa 
1 K Vv? 2 
Cos W, Sin W,) vr 
RENAR Tar ÖN de a 
: K Vv? ' 
K Vv? 
do Öos Må ds , 


och för den senare 
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K Vv”? 


— Cos W', Sin W, 


SEA ag 
K Vv? 


Ike 


K Vv? 


(STING 


do 


Af dessa eqvationer finner man med lätthet 


EK Sin (WW, — Wi) + Ty Cos(W, — W)) > 
EKA Cos (Wi = Wi) — Ti Sin (Wi Mua 


—K, Sin (W, + W,) — T, Cos (W, + W,) 
KT Cos (Wi + WW) +P) Sin (WW) + Wy 


Och vidare gifva eqvationerna 


Gös, = od Sin W, Cos a + VA Cos W, Cos $ ; 
2 


ÖKA TS Cos W, Cos a — = Sin W, CosZ , 
: 


m. fl. — som erhållas ur de först framstälda uttrycken för Cos a,, 
Cos 8, , Cosy, och Cos 4, , Cos u,, Cosv,, då man i dem inför 
W, — följande båda eqvationer 


2 Cos a, Cos «', = Sin W, Sin W', + SN Vos WiCoa Wi= 
1 1 Voto? 


/ 22) 


ARENAN 7 Hö STEEN Ha | 


Voy? Ve? Vv? 


BONE GOs 4 = os WW, Wi, bn 
1 1 Vv? Vv? 
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A. Ponerar man nu 


så har man dermed antagit, att de båda geodetiska linierna äro 
parallela. I detta fall får man 


Cos W, = CosW43 


Vlig:n ur RET MARRE 
— Sin W, = — Sin W', 
'2 

Vv? V 


och till följd häraf 


RK, Vv? UA KN Vv? , 
MEESE 


Af dessa formler visar sig, att om två geodetiska linier i en 
tangentyta äro parallela i de punkter, der de skära en generatris, 
deras krökningar äro inverse proportionela mot intersektionspunk- 
ternas afstånd från den punkt, i hvilken generatrisen tangerar 
ytans kantlinie, och vidare, att i samma punkter äro torsionerna 
likaledes inverse proportionela mot myssnämnda afstånd och der- 
jemte af samma tecken, om de geodetiska linierna skära genera- 
lrisen på samma sida om tangeringspunkten, men deremot af mot- 
satta tecken, då de skära på ömse sidor om densamma. 


B. .Ponerar man åter 


vo Wi Tv IWA 


TT 
ES UN 
Vv Vv 


:J 


så är dermed antaget, att de geodetiska linierna äro mot hvarandra 
vinkelräta, och i detta fall får man 


Cos W, = VSin ”W', , 


Cos W', = VSin”W, , 
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Fo C0s W, Sin W, = = — Cos W', Sin W',', 
Vv? Var: 
NRO ROK CD HÖRS ID E 
Vv?v? VSin ”W, Sin ”W, 
samt i följd häraf 
Rd SV le 
VSin”W, | 
Kross SE AE ONS 
Vy Sin ?W, 
hvilka eqvationer gifva 
RE 0 
1 1 Vv? vå lan 


Vidare finner man i detta fall 


LNNG PHI MR ESSEN 
Af dessa båda eqvationer visar den förra, att om de geode- 
tiska och mot hvarandra vinkelräta linterna skära generatrisen på 
samma sida om hennes tangeringspunkt, produkten af deras kur- 
vaturer är numeriskt lika men af motsatt tecken med produkten 
af deras torsioner; skära de åter på motsatta sidor om tangerings- 
punkten, så äro produkterna lika äfven i afseende på tecknet; så- 


ledes i förra fallet 
I 


FÖ Re NRO 
och i det senare 
KÖR Svd sad 


Skära tvenne geodetiska linier hvarandra vinkelrätt på en de- 
veloppabel yta, så gäller, enligt hvad nyss blifvit sagdt, för skär- 
ningspunkten 

10 RS SS NI NN 


36 Geodetiska linier i tangentytan. 


Den senare af de nyss anförda eqvationerna visar, alt tor- 
sionerna äro inverse proportionela mot skärningspunkternas af- 
stånd från generatrisens tangeringspunkt, och af motsatta tecken, 
om skärningspunkterna falla på samma sida om tangeringspunk- 
ten, men i annat fall af samma tecken. Den visar ock, att i den 
punkt, der tvenne geodetiska liner skära hvarandra vinkelrätt, 
deras torsioner äro lika stora men af motsatta tecken. 


, 


Emedan 


Pos Cosy I CoBS, vT 


GosÅ — Cosu I COBy VRT 


Cos Zn Cos”', — Cos&”, v'T 
Öoså I Cosu =. 008». VET 


är 


Man kan derföre skrifva eqvationen 


KYRK EIN EG EAD 


Vv? v2 


i formen 
K,K, + 3 Cos Z, Cos Zn SP TE 
och sålunda uttrycka det nyss anförda teoremet på följande sätt: 


Om tvenne geodetiska och mot hvarandra vinkelräta linier 
skära en developpabel ytas generatris i tvenne punkter, och deras 
principalnormaler i dem hafva samma riktning, så är produkten af 
kurvaturerna numeriskt lika men till tecknet olika med produkten 
af deras torsioner; hafva deremot principalnormalerna motsatta 
riktningar, så är produkten af kurvaturerna både i afseende på 
tecken och numeriskt värde lika med produkten af torsionerna. 


SYNES 


Rektificerande ytor. S1 


17. 
Rektificerande ytor. 


1. Såsom vi förut hafva sagt, förstår man med en gifven 
kroklinies rektificerande yta den developpabla yta, som i sig inne- 
håller kroklinien och vid hvars utbredning 1 ett plan den gifna 
kroklintien förvandlas till rät linie, och, såsom vi sett, äro hennes 
eqvationer 


S=X+0av, 


N=YyKrbv 
CRV, 


a b C 
ONE KR CosZ4 > I Cosg + K Cosu TOCosy'+ K Cosv 


1 
TR UNTESN eh 


Rektificerande liniens eqvationer äro således 


E-2X S Ur LEN Ue 
TCosa + KCoså TCosB8+KCosu  TCosy+ K Cosv 


Emedan dessa blifva oförändrade, vare sig att man söker den 
rektificerande ytan genom att antaga 


Lä z 

TR ig eller ME 
synes, att i hvarje punkt af en gifven kroklinie blott finnes en enda 
rektificerande linie, och att således hvarje kroklinie blott har en 
enda rektificerande yta. Af denna senare omständighet följer, att 
för alla geodetiska kroklinier, som äro belägna på en developpabel 
yta, denna yta är rektificerande, och att ingen af dem eger någon 
annan rektificerande yta. 
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Med räta linier förhåller det sig annorlunda. Vill man nem- 
ligen tala om en rät linies rektificerande yta, så måste man dermed 
förstå icke blott hvarje plan, som innehåller den räta linien, utan 
äfven hvarje developpabel yta, hvari den räta linien är en bland 
generatriserna. För en rätlinig geodetisk linie i en developpabel 
yta.är denna senare således icke den enda rektificerande ytan. 

Rektificerande -linien bildar med positiva binormalen i punkten 
(xy2£) en spetsig positiv eller negativ vinkel w, och med positiva 
tangenten i samma punkt en negativ spetsig eller trubbig vinkel 
w —- 909. Den förre, som således mätes i direkt led i rektifice- 
rande planet och från positiva binormalen såsom grundriktning, 
benämnes, såsom vi förut nämnt, rektificerande vinkeln. För honom 
gälla formlerna 


Ar det någon gång fråga om rektificerande liniens riktning, så 
förstå vi dermed just den riktning, som bildar vinkeln w med po- 
sitiva binormalen. 


Formlerna för ytans developpering kunna vi skrifva antingen 


SIMA OR NIN 1 
K ih VT RKeN Vv 


& = s Cos C + v Cos (t + 0) , 

2 = s Sin C + v Sin (t + OC) 
eller 

5, = 8 Cos C + v Sin (w — C), 

2 = s Sin C + » Cos (w — 0) , 
1 hvilka eqvationer C betecknar en konstant. 


Kantliniens eqvationer äro 


Kusk ANNE förnit EN  SILA 
Obs ADS rr NGN AA 


RR 
” ke 
4 


rå 
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2. Antaga vi, att 


r 


=> = konstant = lg m > 


K 


så blifva rektificerande liniens eqvationer 


tan dd ÖRE 
Sin 22 Cos a + Cos m Cos A Sin m Cos p + Cos m Cos u 


C— 2 


Sin m Cosy + Cos m Cos v 


Men nu får man 


Så (Sin m Cos a + Cos m Cos 4) = (Sin m . K — Cos am . T) Cos Z =0 


0. S. Vv. BSåledes erhåller man 
Sin m Cos a + Cos m Cos I = a, = konstant , 
Sin m Cos p + Cos m Cos u = b, = konstant , 
Sin m Cos y + Cos m Cos v = ce = konstant , 
sortera ba 
Man får alltså 
a, Cos & + by, Cos 8 + ce, Cosy = Sin m , 
hvaraf 
ax + byy + c,2 = Sin m. s + konstant . 
Kurvan är således en helis. 
FRektificerande liniens eqvationer blifva 


SKEN AI IE UTN GET LE 


på 
dy, by Cy 


och hennes riktning blir densamma i alla punkter af fundamental- 
kurvan. Den rektificerande ytan är således i detta fall cylindrisk ; 
och fundamentalkurvan, om hvilken vi känna, att hon är belägen 
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i en cylindrisk yta och skär denna ytas generatriser under kon- 
stant vinkel, måste följaktligen vara en helts. 


Omvändt är lätt att visa, att om fundamentalkurvan är en 
helis, för henne gäller, att 


4 
= = konstant . 


K 
Ty af 
lx+ my+n2z= CC, s+0, 
följer genom fortsatta differentiationer 
I Cos a + m Cos 8 + n Cosy = C, , 


1 Cos Z + m Cos” + n Cos2 =0, 
s Ka 
I Cos2 + m Cos u + n Cos v = ar C, 


— T (I Cos £ + m Cos » + n Cos 8) = (70) =03 


alltså 


Sö = konstant 


och således 


konstant . 
3. Är på en gång 
K = konstant = m 


och 
KE Konstant; =" 
så är fundamentalkurvan, enligt hvad nyss blifvit visadt, en helis. 


Men basen i den cylinder, hvari hon är belägen, är nu af en be- 
stämd form, såsom vi här nedan skola ådagalägga. 
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Enligt vårt antagande måste vi hafva 


ww 
ad Cos Sö 
EE OS ANC OS & 


ds 


och således 


d? Cos g 4 
ds? 


— (m? + n?) Cos c = — u? Cos & 
hvilken eqvation genom integrering gifver 
Cos gZ = Cos A Cos us + Cos ANSSI Us. 
På samma sätt fås 
Cos » = Cos B Cos us + Cos B, Sin us , 
Cos 2 = Cos C Cos us + Cos C, Sin us . 
I dessa tvenne sista eqvationer förstå vi med A, B och C 
de vinklar, som en linie bildar med koordinataxlarne, och med A, , 
B,, C, de vinklar, som en mot den förra vinkelrät linie likaledes 


bildar med koordinataxlarne. Samma eqvationer gifva vidare efter 
integration 


dr om ; m n 
— = — Cos A Sin us — — Cos A, Cos us + — Cos A, , 
STU u u 
d m : m n 
205 2 Cos B Sinus — I Cos B, Cos us + — Cos B, , 
Snr u u 
er m ; m n 
— = — Cos C Sin us — — Cos C, Cos us + — Cos C, ; 
SEND u AL 


om man nemligen med A,, B,, C, förstår de vinklar, som en 
mot de båda ofvan omtalta linierna vinkelrät linie bildar med koor- 
dinataxlarne. Af detta sista eqvationssystem erhålles genom inte- 
grering ett nytt, 
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m m : n 
x = — — Cos A Cos us — — Cos A, Sin us + — Cos Ås . S + Ty > 
u Re u 
m m > n 
Ule = a Cos B Cos us — a Cos B, Sin us + — Cos B, .s + Yyp » 
| u 


(N 


m m | n 
= — — Cos C Cos us — — Cos C, Sin us + = Cos CI IsHikan 
u u Ua 


som således utgör eqvationerna för fundamentalkurvan. 


Men af 
d Cos g 


= nn Cos IA — m Cos a 
ds 


och 
Cos Z = Cos A Cos us + Cos A, Sin us 


eller 


d Cos Ne 


EE ER Cos A Sin us + u Cos A, Cos us 
S 


finner man 
n l n m 
Cos 4 = — — Cos A Sin us + a C0s Aj Cos us + a Cos AS 
u 


På likadant sätt får man 


n SÅ n m 
Cos u = — — Cos B Sin us + — Cos B, Cos us + — Cos B, , 
u u u 
n: É n (a 
Cos v= — a Cos C Sin us + — Cos C, Cos us + a Cos C, ; 
u 


och genom användning af dessa uttryck för Cos4, Cosu och 
Cos»v samt de ofvanför funna uttrycken för Cosa, Cosg och 
Cos y får man rektificerande ytans eqvationer, som blifva 


FIRE NS PR FYR Re 
CoslA, tr G08-B3 ACORN 


och visa, att ytan är cylindrisk. 
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Om nu nya koordinater &', 7', &ö, xx, y, 2, bundna vid de 
gamla genom eqvationerna 


& = (E — x,) Cos A + (1 — yo) Cos B + (ö— 2,) Cos C , 
7 = (5 — X)y) Cos ÅA, + (7 — yo) Cos Bj + (&— 2,) Cos C, , 


Ur 
| 


ENE 2) Cos AA; + (1 — y,) Cos By + (5 — 20) Cos C, , 


x' = (Xx — xo) Cos A + (y — yn) Cos B + (2 — 2,) Cos C = rs COR IL 


u 
y' = (£— X)) Cos A, + (Yy — y9) Cos B, + (2 — 2,) Cos C, = > = Sin us , 
AR (x DÅ 0) Cos A, & (Yy Så Yo) Cos B, + (2 te 20) Cos C, = 8 Å 


införas såväl i fundamentalkurvans som i rektificerande ytans eqva- 
tioner, så blifva dessa 


m 
Y=-— a C0s INA 
| 
TE 
y =-—BNmnus, 
u? 
RE 
VA -— 
u 
, ' ' 2 2 
&g=rr=- — Cosus, 
far 
Mb as 
fl =S i = a mus . 


De båda sista visa, att rektificerande ytan är en cylinder 
med cirkulär bas. Fundamentalkurvan är således en vanlig helis 
t inskränkt mening. Hennes eqvationer kunna vi skrifva sålunda: 


2 2 

m mm? + n 

Égy=-—— — Cos [-—— — 2) f 
m? + n? n 


” RV J 
m UTE NO 
Yr ar II (SAT 2) 
| m:+n n 
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4. Vi ha i det föregående sett, att, om 


J 
= = konstant , 


K 


så är kurvan en helis i vidsträckt mening och den rektificerande 
ytan cylindrisk. Vi vilja nu tillse, om den rektificerande ytan blir 
cylindrisk i några andra fall. Vid denna undersökning använda vi 
kantliniens eqvationer, som äro 


ER SU TGN ARR SLE 


a b C 


Det är nemligen tydligt, att, om ytan är cylindrisk, ingen 
kantlinie finnes på ändligt afstånd från origo. I dylikt fall är 
således 


dt 
OSAR 
(LINVEG SS 
Ån K 
ds are tg = 0 
eller s. ä. d. s. 
d-HJ 
FER 


eller slutligen 


4k 
— = konstant . 


K 


Denna eqvation måste följaktligen satisfieras, om den rektifi- 
cerande ytan skall blifva cylindrisk. 


Enligt hvad vi sålunda funnit i denna och föregående para- 


grafer utgör 


T 
— = konstant 


K 
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nödvändiga, men också tillräckliga vilkoret för, att en kroklinie har 
cylindrisk rektificerande yta. 


5. Rektificerande ytans kantlinie förvandlas till en punkt, om 


: SLI 
& = x + (Cos t Cos a + Sin t Cos 4) - = konstant , 


ds 


7 = y + (Cost Cos B + Sin t Cos u) SF = konstant , 


RN 
Å Bl Sin t 

CS = 2 + (Cos t Cos y + Sin t Cos v) Rd konstant , 
ds 


och således blir i detta fall rektificerande ytan konisk. Dessa 
vilkorseqvationer kunna skrifvas sålunda: 


d | Sin t Cost d | Sin ?t 
Lära | a (ar) Cos 4 = 0 
ds 


ds 


Cos a 


UNSavhvåraf följer 


d / Sin t Cos t 
SE 


ds 
äs! [öde 
ds 
eller 
Sin t Cos t 4 
EEE SR te 
ds 
Sin ?t 
Hd NN 


ds 
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som lätt gifva Å 


eller ösa nd. as. 


rn 


= Fv MUD, Le 


K 


Detta förhållande mellan kurvatur och torsion karakteriserar 
således de kurvor, hvilkas rektificerande ytor äro koniska. 


Koordinaterna för den koniska ytans spets blifva 


I 


| 1 
FU tee (2 + s) Cos a + ee Cos 4 konstant , 


No = Y — ) K + s) Cos Bb + — Cos | = konstant , 


= konstant . 


m ]t 
- 2 -& >= Ö D CA C S ) 
G9 1 +) 08y + = Cos1 


7. Rektificerande ytans krökningslinier. — Ytans eqvatio- 
ner äro 


SET HAr) 
n=yYy+bv, 
GE Ear CV 
hvaraf följer 
dö = Cosa. ds + adv + vda 
och således 


sad: ds2a Cos ao.+ dvs 20" + AkadN 


Sätter man nu venstra membrum i denna eqvation lika med 
noll och bestämmer »v ur den sålunda erhållna eqvationen, så får 
man en kurva, som skär generatriserna vinkelrätt och således måste 
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vara en linie af största krökning, enligt hvad vi känna från läran 
om en tangentytas krökningslinier. Men på grund af 


On QAR GÅ 
blir den sålunda erhållna eqvationen 
dsZa Cosa + dv = 0 


eller 


äv 


IE SDR 
ar (I 


och följaktligen blifva eqvationerna för en linie af största krökning 
i rektificerande ytan 


| ( T ÄTER Cosa +K Cos Ad 
E = LX + jc = EAS . Sve RE 9 
J YRZ+ I? VK2 + T? 


( T FRE Gös + KiCo0S pt 
[Eg + ör fr de) ECO Bs KOoen 
( VER? + T? VRAK 


G= IC UT > ds | 2 SO8 yet COR SR 
VK? + T? VR T2 


Öfriga krökningslinier utgöras naturligtvis af rektificerande 
ytans generatriser. 


1. Rektificerande ytans developpanter. — En punkt i rektifi- 
cerande planet har till koordinater: 


&E = Xx + m Cos a + n CosA , 


y + m Cos fp + n Cos u , 


4 


rr 
bo] 


2 + m Cosy + n Cosv . 


Differentierar man dessa eqvationer, och betecknar man med 
&, >» fy, 71 de vinklar, som den af punkten beskrifna krokliniens 
tangent bildar med koordinataxlarne, så finner man 


11 i 7 
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Cos a, . do = (ds + dm) Cos a + (mK — na Tjds. Cos Z + dn . Cos 4 


O, S. NS 


På det att nu nämnda linie må blifva en developpant åt den 
rektificerande ytan, måste, såsom vi från läran om tangentytors 
developpanter känna, hennes tangent vara vinkelrät mot ytans tan- 
gentplan, och således 


Cos'aj "I Cos'pin EC0R 


Cos Z — Cos” Cos 2 i 


Följaktligen bör man på en gång hafva 


ds + dm = 0 


och 
dn = 0 
eller 


m=l-s, 
(ON konstant ; 
och således blifva developpanternas eqvationer 
& = x + (1 — s) Cos a + n.Cos Aa , 
nn = y + (1 — s) Cos p + n Cos u , 
= 2+1(l—-s) Cosy + n Cosv, 


hvaraf för n = 0 erhållas fundamentalkurvans filarevolventer. 
Antager man » = 0, så visar sig, att fundamentalkurvans filar- 
evolventer äro developpanter till rektificerande ytan. 


38. Rektificerande ytans kantlinie. — Eqvationerna för rekti- 
ficerande ytans kantlinie kunna skrifvas sålunda: 


EX AV 
Nn =yYy+bv 


Göt lö BE 
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a = Cos t Cos a + Sin t Cosa , 


b = Cos t Cos B + Sin t Cos u , 


= Cos t Cos y + Sin t Cosv , 


RR 


å ds 
Vi Sint. ; 


och » betecknar häri afståndet från punkten (x, y, 2) på fundamental- 
kurvan till den punkt på kantlinien, hvars koordinater äro &,9, 3. 


Derjemte är 


Sint Cost lt 
VIT NE ER 


Rektificerande ytans kantlinie har också till eqvationer 


RR Ae HEST UKN nd SE 
TCosa + KCosA  TCosp+ KCosu =T Cosy + K Cosv 
hå 1 


För enkelhetens skull använda vi i det följande beteckningarna 


2 I CR 
ds? K ds K 


pd —  — Är — Sör Paste Te 


V d? TY? p CE 
Af ofvanstående eqvationer får man genom differentiation 
då = Cosa $ ds + Cost. dv — Sint .vdt; + 
+ Cos 4 I Sint.dv + Cost. dt | 5 
= i Cost. ds + dv 4 i Cost Cos a + Sin t Cos 4; 


OMSIV., 
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hvaraf följer 


vv 


d(v Sin 1) 
NE Es Sk 
dö = [Cost.ds+dv$a=a Sin 4 
d(v Sin t) 
dn = [Cost.ds+dvsb=0—n1 
| s 0 d(v SI 
dö = I Cost det dvsc =c ST 
Men nu är 
dt if 1 EA Ida 
Ad SINA. VE LASS 
och således 
GRAVA 
SENOR: [Ur VE NG T? ds? K 
ER Ed RC a 
ds z) 
och 
V HSE 
BENVE (ER : 
do = K2 5 E TVI as 
ds z) 
samt 
et 
V: ARE 
RA Rd 
ds K 


Genom införande af & kan man nu sätta 


do = & I Costds + dv3 , 


hvaraf följer 


Vän lek d ds 
il VK? + T? 
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Differentierar man eqvationerna 


SMR SR RE NCOR URL asyT 


a b GREAT 


så får man 


K, Cos 7, . do = & | Cos t Cos A — Sin t Cosa j dt 


Aa St V., 


hvaraf 
ANGE 
CER 
Men nu är 
= 
dt så ds K i 


och således 


1 AA NE 
| + a) (ds? K/ 


eller 


Sedan K, sålunda blifvit bestämdt, finna vi 


Cos Z, Cos.”, Så ; 
Sin £ Cos a — Cost CosA — Sint Cosp — CostCosu = 


Cos Gi & 


TIESin & Cos ylle 0os F008 Vi  & 
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» Vidare finna vi på grund af formeln 


Cos 4, = Cos 8, Cos 3, — Cos y, Cos , 
att 


Cos24,  Cosuw,  Cosv, 


CosZ Cos » (os CI 


Differentiera vi denna formel, finna vi 


— T, Cos Zz do = & (IT Cos 4 — K Cos a)ds 


och således 


— T, Cos Z dö = & $ Cos t Cos 4 — Sin t Cosa I VE? + T?ds 


eller 
— 'T, Cos Zz do = — & Cos Z, VR TEVEN 


rn [ra TR FNG ds 
"He = E9 e VK? + T? . de e 
Följaktligen blir 


AP 
ds? K 
Applikationer. 
1. Antages 
FN 
; Vi T K2 d 
ERE N PE 
ds K 
så blir rektificerande ytan cylindrisk. 
Men 
da 
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gifver 


= n = konstant , 


An 

4 
och denna eqvation karakteriserar följaktligen hvarje kurva, hvars 
rektificerande yta är cylindrisk. 


2. Antages 
dg=dn=dt=0 = eller — d(v Sint) =0, 


så blir 

d? T 

ds? K 2 
och häraf erhålles 

Fe MS FN 


hvilken eqvation följaktligen karakteriserar alla de kurvor, som 
till rektificerande ytor hafva koner i vidsträckt mening — alltså 
derunder äfven inbegripna cylindriska ytor, nemligen då m = 0. 


3. Antages, att K, = konstant = m, så får man 


SNR dT 
ds? K ds K 


+ 


RE) 
ds K KK? 


3 


hvaraf 


m 


Ce 3 
rn PINE RS 
dk VE 


och 


ve 


T Faa 
kona a 
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hvilken eqvation kan ställas under formen 


T 2 T2 
C>s-ms-nt =l1l +=. 
K K?2 

Hvarje eqvation af denna form leder också till ett konstant 
värde på K,, hvarom man genom differentiation lätt öfvertygar 
sig. Den sista eqvationen karakteriserar således alla de kurvor, 
som hafva en rektificerande yta, hvars kantlinte eger konstant 
kurvatur. | 

4. Antager man, att rektificerande ytans kantlinie är en helis 
i vidsträckt mening och således att 


r 


— = konstant = m , 


K, 
så får man 
T?N2/, 
K É "Kv m 
Ci SÄ = 
ds K 
eller 
år 
KUSK EM TNT, ? 
(1 + a) 
som gifver 
T 


C + | KS SEE sj RE AS 
T2 

V: Ne 

och således 

C+/Kds 


Vm? a (C + fSKasy | 


S 


CNE 


KEPRaT Ti 
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Häraf följer 


k (C + SKds)d(C + S[Kds) 


Vane -— (C + S[Kas) 


Tds = 


som gifver 
(STas) + (C + fS Kas) = m?, 


från hvilken eqvation man kan gå tillbaka till den gifna. Den 
karakteriserar derföre de kurvor, som hafva en rektificerande yta, 
hvars kantlinie är en helis i vidsträckt mening. 

5. Antager man 


JA sikonstant = Mm. , 


så får man 


Oh E 
F (Eeel Vs 
ds K 
: OA KAS 
(35 z) 
hvaraf 
HUDSON KdS 
i Bk 
ds K 
eller 
AT ds ar 


hvaraf man erhåller 
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UT SP rar ER 
K : C + SKds 


Denna sista eqvation karakteriserar de kurvor, hvilkas rekti- 
ficerande yta har en kantlinie med konstant torsion. 


18, 


Polarytan. 


Enligt kap. 14 paragraf 2 äro polarens eqvationer 


&— 2 — 0 Cos Z Nn —- Y— o Cos ” S- 2-0 CosS 


Cos 4 Cos u Cos v 


2 


och således blifva eqvationerna för den af polaren genererade ytan 
&ö=2+0 005 4 + v Coså S 


Nn = Y + o Cos » + v Cos u , 


SC = 2 + 0 Cose + v Cosv . 


Är fundamentalkurvan plan, så äro Cos 4, Cos u och Cos v 
konstanter och följaktligen polarytan cylindrisk. För v = 0 erhålles 
den kroklinie, som utgör locus för fundamentalkurvans centra cur- 


vatur&e. 


1. Af ofvanstående formler jemförda med formlerna i kap. 
2 erhålles 


a= + 0 Cost , DOS AR 
pi= YH D:COSY b = Cosu , 


y=2+00082 , BEC0SV 
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och således 


de FRU VE do rg da Äg 
gas = OT CosA + 35 Cos g » Fas KLOR OG 
La : do ; SMÖR Säl 
ds = OT Cosu + Cosn, a AR KNOR 
EPA | do r ÖRA, r j 
ds — OT Cosv + 3 Cos 8 , Han VOR G 
samt 
ÖSKAG KÖRA 
Gäl ÖNA = 0 


ARE 0 ANA NG 
Denna sista eqvation visar, att polarytan är developpabel i 
ett plan. 


Begagnar man de nu gifna uttrycken för a«, 8, y och a, b, c 
samt deras derivator, så finner man (se kap. 4) 


de 
P= Za7, — ol 9 


ds 
sdeda mede 
ds ds ds ” 


iöhyilka eqvationer BR betecknar oskulerande sferens radie. De- 
velopperingsformlerna kunna derföre enligt kap. 8 skrifvas så- 
lunda : 
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Cos i = + 5; 


1 do 


DID 05 öeldenneer br 


RR IRASE 
9 = co + S/ Tds , 


&& = Ca + / RT Cos (9 + i) ds + v Cos q , 


II 


Ni + / RT Sin (9 + i) ds + v Sin g , 
(RESO 


At de trenne sista eqvationerna kan man också gifva formen 


& = co + fd (0 Sin 9) + v Cos g ; 
Ni = C3 — fd (0 Cos 9) + v Sin g $ 
ANN. 


Developperingsformlerna, reducerade till sitt enklaste uttryck, blifva 
derföre 


9 =c, + S/Tds : 

&, = C + 0 Sin 9 + v Cosq , 
nn = cz — 0 Cos 9 + v Sin 9 , 
DR 


2 ey 


|| 
Utom ofvanstående formler vilja vi anmärka följande: 


Aj Bi a de 


Cos a CosB Cosy ds i 


Å, g B, Jr Cs 20 ET 
Cosa CosB Cosy ; 


Med a, 8, y förstå vi i detta kapitel de vinklar, som fundamen- 
talkurvans tangent bildar med koordinataxlarne. 


Genom användning af dessa finner man, att polarytans tan- 
gentplan får till eqvation: 
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(ö — £) Cos a + (9 — y) Cos B + (C— 2) Cosy = 0 


och att polarytans tangentplan således är detsamma som funda- 
mentalkurvans normalplan. 


2. Inför man i polarytans eqvationer en variabel 2, definierad 
genom eqvationen 


v = 0 tg (w- STds) , 


så gifva dessa 
S=Xx+ o Cos Z, + g tg (w — STds). Coså ; 
Nn = y + o Cos » + 0 tg (w — Sf Tds). Cos u , 
C= 2 + o Cos $ + o tg (w— Sf Tds) . Cosv, 
och motsvarande developperingsformler blifva 
9 = C, + fTds ; 
5, = C> + 0 Sin 9 + otg (w — (Tds) Cos 9 ; 


fn = cz — 0 Cos 9 + otg(w— fTds) Sin 9 , 


Cr ='0 
eller 

Så Ca kk Ö I Smn(6 + w) : 

Cos (w — [ Tds) 
Cos (ec, + 2) 

IV ARNERI OTRS 
Cos (w — f Tds) | 

- 0 , 


hvaraf följer 


(E, — e3) Cos (c, + 2w) + (7, — es) Sin (ce, + w) = 0. 
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Dessa eqvationer visa, att hvarje i polarytan belägen kurva, som 
svarar mot ett konstant värde på 2, förvandlas vid ytans deve- 
loppering till rät linie och är således i polarytan en geodetisk linie. 
Dock må man ej föreställa sig, att alla polarytans geodetiska linier 
kunna erhållas derigenom, att man i ifrågavarande eqvationer gifver 
w konstanta värden. De generella eqvationerna för polarytans 
geodetiska linier innehålla nemligen icke en utan tvenne KONELARNEN 
såsom vi 1 det följande skola visa. | 


3. Enligt kapitel 14 paragraf 2 erhåller man eqvationerna för 


en filarevoluta till den gifna fundamentalkurvan, om man i polar- 
ytans eqvationer sätter 


v = 0 tg (C — STds) . 


En filarevolutas eqvationer äro nemligen 
= Xx + o Cos z + 0 tg (C SEN Cos A , 
nn = y + 0 Cos» v o tg(C — Sf Tds) . Cos p ; 
= 2 +0 Cos$ + otge(O— fTds) Cosa 


och hennes developperingsformler blifva följaktligen 


Sin (C + cy) 


5 == vå , 
i Cos (C — f Tds) 
Cos (C + cy) 
(TEA I agan ng 
Ooa(O —Ji0d5) 
ö=0. 


Af dessa eqvationer erhålles 
(&, — e) Cos (C + ey) + (1, — ce) Sin (C + 0) = 0, 


således eqvationen för en rät linie. Följaktligen öfvergå den gifna 
kurvans filarevolutor, som alla äro belägna i polarytan, vid denna 
ytas developpering i ett plan till räta linier, och alla dessa räta 
linier gå genom en och samma punkt, nemligen 


MR 
2 
NT 
- 
Pi 


SS Pölary tan: | AB 
5, = Co > 
HITSEN 
&, = 0 


Differentierar man eqvationerna för filarevolutan, så erhåller man 
? : | p 


dö = Cos (C — Sf Tds) Cos & + 


RER ONS re | 
Cos (C FÖL de) 
+ Sin (C EID) Cos 2 | N 


dn SSE NESN R C —- Sf Tds) Cosn + 
tes (C:5 (TA) SR 


+ Sin (C - Sf Tas) Cos n | ; 


RER arg Ko GE TdSy CSS + 
Cos (C - (Tds) ( J ) 
Nn Sin (C — f( Tds) Cos » | ; 
gt RNE ERS d 
s 'Cos (C TUVA 
Vare sig att man nu löser denna sista eqvation sålunda: 
4 ENA ITA 
Cos (C od (NTE) 


a Åt ARE ER SUR ABA a 
ÅA RU Cos(C SfiTdsy | 
eller på detta sätt: 


be LIN Vv! ÅTTA NAN 3 
r — Cos (C SJÖNG 


112 ; Polarytan. 


l-0= S , 
Cos (OFTA 


så får man 1 båda fallen 


oc (C Ta 5 Cos (8 SUITE) CosZ + Sin (C - ER ds) Cos 2l= 


då 
= (0 NET 


ww 


CRT Cos (C — fiT ds) Cos ” + Sin (C - [DAR GS le 


( 0) ha 
Q 


Cos (C — fTds) 


| Cos (C - [ Tds) Cos L + Sin (C — SD Cos vl= 


då 
F- (0 ) do pb 
och i följd häraf följande relationer mellan &, 7, & och x, y, 2: 


3 dö 

0 =S URPG 
d 

y=n+(l-0)7 


2 = ENDE 


som visa, att fundamentalkurvan är en developpant (filarevolvent) 
i förhållande till kurvan (&, 7, 5) och den senare således en de- 
veloppata (filarevoluta) i förhållande till den förra. 


4. Fundamentalkurvans developpata. — Hennes eqvationer 
äro, såsom vi i föregående $ sett, 
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Kr Y o Cos Z + KS (Cia ((Das)CoaA : 
Nn = yYy + o Cos” + etg (C — Sf Tds) Cos u , 
C=2+ 0 Cos 2 + fo (GTA) C a : 
d Tangentens ölcining är bestämd genom eqvationerna (se föreg. $) 


PR TR 1 0 0 AR rn 
Cos (C — f Tds) Cos $, + Sin (C — STds) Cos 4 

RR RN RE CON BA MaA pa Ur 
Cos (C = [ Dd3) Cos ” + Sin (C ST de) Cos u 


= | Cos 7, 
fo Lös (C- - fTds) Cos 2 + Sin (C — fTds) ÖS 


STA RS RI REAR 
Cos (C- —- f Tds) 


RS (ÅRE See 


Cos (C — SEN Tds) 


Jo och genom differentiation erhålla vi al dem 


. 


K, Cos a ide = 


Ar EN 
PE (CRD RINA Cos (C kd, Cosa .ds 
V FOTEN INN 
Cos (C SSfDde) 
r0LBAV. 
T KU 
; hvaraf följer först och främst 


TI 
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K ; . = 3 
- V 0 d 0 jOE 
Cos (C = Td5) d3 Cos (C fras 


och vidare 


d RO ; 
Cos &£, Cos , Cos &, a Cos (C - / Tds) 


Cosa Cosp = Cosy fa | ; a u 
VI (0 (CEN ray) | 


Dessa sista eqvationer visa, att developpatans principalnormal 
är parallel med fundamentalkurvans tangent. På sista membrum 
beror, om de båda linierna hafva samma eller hvarandra motsatta 


riktningar. 


Genom kombination af föregående formler finner man nu med 
lätthet, att 


Cos (C = TiTds) 


Cos4, = — Sin (C - Sf Tds) Cos 7, - 
V Cos? (C — [ Tds) 
= Cos (C — [Tds) Cos äl; 
| Cos (C — f”Tds) ( 
Cosuj = — Sin (C =D Cos ”» — 


V Cos? (C - Sf Tds) | 
= O0s(G ST) Cos u | ; 


| Cos (C — f'Tds 
SAN TORD (C- fTds)Cos2- 


Viol (C EN) ( 


— Cos (C - S Tas) Cos | ; 


Polarytan. 115 


och genom differentiation af den första bland dessa tre eqvationer 
får man 


do 
vär Jå CosZ, . ds = 


Cos (C = [Vas) 


N Vy Cos? (C <fTas) 


K Sin (C - (Tds) Cos a 


och, om uttrycket för Cos g, insättes, 


KS (0 I Tds) 
T, Nå d ; , 
ds QCos (C - fTds) 
iNI FAR 
gr = te (C Ones 


3. Anmärkningar beträffande developpatorna. 


1:0. Eqvationerna för developpatans tangent äro 


KENO 
Cosa, — Cos pf, 


Ir SN AN 
ODES YTA 

Införas de uttryck för &, 7, 3, som erhållas af developpatans 
eqvationer, i detta eqvationssystem, så förvandlas det till 


X —X Y-yYy Z-—2 


(ÖS är COR FIN LLCOS fyra 


Dessa system i förening visa, hvad vi af det ofvan sagda redan 
kunnat förstå, att nemligen developpatans tangent går på en gång 
genom punkten (£, 7, 5) och punkten (xr, y, 2), och att följakt- 
ligen fundamentalkurvans principalnormal och polar samt deve- 
loppatans tangent bilda en rätvinklig triangel, hvari ett stycke af 
sistnämnda linie är hypotenusa. 


2:0.. Längden af den räta linte, som förenar punkten (5 , 7, &) 
med punkten (x, Yy, 2), fås af eqvationen 
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O 


SN 


V Cost (0 = JTds) I 


VER) 0 i AS AR 


3:0. Cosinus för den spetsiga vinkeln mellan sist omtalta 
linie, dragen 1 riktning från (x, y, 2) mot (5, 1, 5, och riktnin- 
gen af fundamentalkurvans prineipalnormal är 


(€ =) COS 2 + (7 — y) Cos” + (t — 2) Cos $ 


V(E — x)? + (9 — y) + (ö— 2)? 


= V Cost (C — Sf Tds) L 


4:0. Genom föregående formler afgöres lätt frågan: i hvilket 
fall har en kurva en plan developpata? 


Skall nemligen fundamentalkurvan-.- kunna ega någon plan deve- 
loppata, så måste vi för denna hafva ; 


504 MN RUNT 
och följaktligen 
L Cos a, + M Cos fp, + NCosy, = 0, 
hvaraf 
LZ Cos ö&, + M Cos n, + N Cos &, = 0 ; 
således också 
L Cosa + M Cos P + N Cosy = 0 
eller 
Ldx + Mdy + Ndz = 0 
och i följd häraf 
LTv+ Myt NESQR 
Men emedan - 


Fr AE TID KN SA Sr 3 


ENGOLEr ee RR 


EDS SAR 4 ART Y AED 
Cos a, Cos p, Cos 7, 


- JFVA 
VA 
; fv 


blir på grund af eqvationen 
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g dc FEED Cos a, + M.Cos p, + N.Cosyj = 0 


PEEV:s0: 
och således får man slutligen 
Lx+ My + N2 = P Å 


hvilken eqvation icke blott visar, att fundamentalkurvan måste 
— vara plan, om hon skall kunna ega någon plan developpata, utan 
ock, att hon måste vara belägen i developpatans plan. 


5:0. Är fundamentallurvan plan, så är developpatan en helis 
t vidsträckt mening. 


Ty:af 
i | Lr+My+Ne=P 
följer 
| k L Cosa + M Cos P8 + N Cosy = 
eller 


L Cos Z, + MCos”, + NCos 2, = 


och således = vv =” 


OLE dn dö 
Z Ld 35 + Md F2 ENA = 0, 
hvaraf 
då dn 205 
och 


Lö+Mny+ NE= Ao + B. 


Denna eqvation, som innehåller beviset för vårt påstående, 
kan närmare bestämmas. - Man får nemligen 
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L(3 — Xx) + M(n — y) + N(E- 2) = Ao + B-P 
och således också 


(6 — !Y(L Cos a, + M Cos 8, + NCosy,) = 40 + B- P 


eller | 
(o-lhA= Ao + B-P, 
hvaraf synes, att 
BE AL 
och på grund häraf blir 
LE+ Mn + NSE= A(o- VY +P. 


Annat bevis: af 


2 
K? SG — f(Tds) ; 
fås för T = 0 


T, 


ET konstant, 


hvaraf satsen följer. 


6:0.  Polarytans geodetiska linier. — Efter developpering blifva 
polarytans eqvationer 


& = C> + 0 Sin 9 + v Cos Y , 
7 = & — 0 Cos 9 + v Sing , 
rn 
9 = co + /Tds. 

Af dessa fås 


PSL Fd Ny GERALD 
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om 
PC + qCc + rr + olp Sin 9 — q Cos 9) + (p Cos 9& + q Sin g)v = 0 


eller 


sö pe + qe; + 7 + o(p Sin 9 — 9 Cos q) 
-. p Cos 9& + q Sin q i 
Enklare kan denna eqvation skrifvas sålunda: 


m + & Sin (n = (TAS) 
Cos (n TAS) 


Eqvationerna för polarytans geodetiska linier, hvilka alla vid 
developperingen öfvergå till räta linier, blifva följaktligen 


m + 0 Sin (n Rd) 


E = + o Cos LC + COR, 
& Cos (n DA) 

RN God n4 m + o Sin (n fSTds) al 
Cos (n — f Tds) 

lea Cob 29 m + 0 Sin (n — Sf Tds) RN 


Cos (n 2tDde) 


och developperingsformlerna gifva 
(8, — 3) Cos (ce, + n) + (9, — cz) Sin (c, + n) = m . 


För m = 0 får man häraf fundamentalkurvans filarevolutor (de- 
veloppator). 


7. Polarytans developpanter eller m. a. o. planevolventer i 
förhållande till polarytans kantlinte. 


0, Y', Z' äro koordinater för en punkt i fundamentalkur- 
vans normalplan, om 
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EAST RENNEN SOS V Cos £ + Sin V Cos 44, 
Y' = y + mi Cos V Cos » + Sin V Cos u 3 , 
Z = 2+ mi Cos V Cos L + Sin V Cos vl , 


och numeriska värdet af m betecknar punktens konstanta afstånd 
från (x, y, 2). Genom differentiation fås häraf 


Cose' .ds' = Cosa .dsil —-mK Cos VI — 
- m (Sin V Cos 7 — Cos V Cos Ad (dV + Tds) 
ÖB EV 


Vill man nu, att den af (X', Y', Z) beskrifna kurvan ständigt 
skall hafva samma normalplan som fundamentalkurvan, och således 
också samma polaryta, samt följaktligen vid dennas developpering 
reduceras till en enda punkt — m. a. o. vill man, att (X', Y',£) 
skall generera en developpant åt fun damentetam 'ans polare så 
har man blott att sätta 


d Få Rdss0R 
(SVIT: 


V=n- STdsl 


och eqvationerna för polarytans developpanter blifva sålunda: 
AL EN ) Cos (n SUS) Cos & + Sin (n >" STd5) Cos 2 ; 
Y=y+m ) Cos (n NETA GS) Cos ”» + Sin (n <SPAN Cos u | ; 
Zi RAÄTMN ) Cos (n - fTds) Cos SZ + Sin (n = f Td5) Cos »Å ; 
Af dessa eqvationer följa 


ÖST Vie — m Cos (n - Sf Tas)? ; 


Cos « 008 NG SOBA GR AR SRA m Cos (n - STds) 


CB NG0s Bar KODBI V.[o — in Cos(n DER 


3 
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och häraf erhålles genom differentiation 


K' Cos c KECOSIUS NR! Cos& 1 
Cos & Cos » Cos LC 0 — m Cos (n — / Tds) : 
hvaraf 
(ES V' 0 — m Cos (n - [ Tds) d 
och 
KlästaKds 
samt 
Cos Z' - Cos »' 3 Cos 2 4 o-m Cos (n — f Tas) 


Cos 3 Cos7 — Cos8 V) 0 — m Cos (n JE ds) v 


Vidare får man af de nu funna eqvationerna på vanligt sätt 


AS TA ELR 
VIGS VOR fr COBAIN od 


hvilka eqvationer visa, att fundamentalkurvan och polarytans deve- 
loppant i motsvarande punkter alltid hafva samma polar, icke blott 
hvad läget, utan äfven hvad riktningen beträffar, och 


FE EE BN 8 SN 
0 — m Cos (n - [Tds) 
samt 


o — m Cos (n = f.Tds) 


Vv) 0 — m Cos (n — STasyt | 


Man inser lätt, att, så länge punkterna (x,y,£) och (X', Y', £) 
ligga i normalplanet på samma sida om- polaren, måste 


oT' ds = Tds 


0 — m Cos (n — S Tds) > 0. 
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I detta fall äro följaktligen, såsom ofvanstående eqvationer 
visa, fundamentalkurvan och polarytans developpant parallela och 
af samma riktning i motsvarande punkter, och ega derjemte samma 
totala kurvatur och samma totala torsion för motsvarande bågar. 
Förhållandet är delvis ett annat, om motsvarande punkter ligga på 
motsatta sidor om den gemensamma polaren. 


Då eqvationerna för polarytans developpant äro de ofvan fram- 
ställda, äro eqvationerna för denna developpants developpator 


m Sin (2:>= 0) + 0 Sin (CC SES 
Em 0 COS GC + —= COST, 
OöskK OT f Tds) 


m Sin (2— C)+,o Sin (Ck f Tds) 


7 = Yy+0C0os”+ — Coss 
OTEL ENG, 


m Sin (n — C Sin (C—- | Td 
m Sin (n ) + 0 sz ( Nf ds) ÖA 
Cos (C — fTds) 


G= 2+ 0 00s$ + 


Dessa eqvationer hafva samma form som eqvationerna för 
polarytans geodetiska linier. För alla de developpanter, som mot- 
svara samma värde på 2» men olika värden på m, finnes enligt 
dessa eqvationer en gemensam developpata, nemligen den, som 
erhålles, om man ponerar 


BER 


och såsom följd häraf finna vi, att fundamentalkurvan och hvilken 
annan polarytans developpant som helst alltid hafva en deveioppata 
gemensam — en sats, som också kan uttryckas sålunda: Två kurvor 
med gemensam polaryta hafva alltid en developpata gemensam. 


3. HKantlinien på polarytan. — Dess eqvationer äro 
E=XL+ 0 Cos Y ksp rs AON ; 
Nn = Y + o Cos » a . 
= 2+ 0 Cose + EG 
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Ne 0 I Så. faller kantlinien på oändligt afstånd, d. v. s. po- 
ffrytan blir cylindrisk. 


Genom differentiation af kantliniens eqvationer får man 


48. Län LE förs (129 


[SM COS ki. COBw "as NDds 
Men af 
| | I dev 
| VISAR fr Re 
; EN. dd 2 
följer 
dh dir all do 
AE OE (de 7 


och således erhåller man dels 
| d R? 
xi 2 
de = RV Tr död TOS 


Eöödels: ock 


- R 
Cosa, — Cosf, <Cos ne 


fs MN Gös WL Cosa Vr 


2 


hvilka sista eqvationer visa, att kantliniens tangent, som i af- 
seende på sitt läge är densamma som 10 UN LR polar, 
har samma riktning som sistnämnda ER om 


EEE 
de 


men motsatt riktning, om 


IEEE SS 
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Af sist framställda eqvationssystem härledes på vanligt sätt 


dR 
Cos z Cos»  Cos 84, do 
.CosZ VE LDOSKuR NORIN Van 
do? 
och 
IRA a R UNT 
Kö FARS dor 


Slutligen fås genom kombinering af de funna eqvationssystemen 


(208 Ayn COS för COR a OL 
Cosa rr Cospr utlosgy lr VE 


hvaraf genom differentiation erhålles 


KK 1 
ANDER 
"do 


Dessa sålunda beräknade eqvationssystem visa, att kantli- 
mens och fundamentalkurvans principalnormaler å ena sidan, 
samt å den andra kantliniens polar och fundamentalkurvans tan- 
gent äro parallela; hvad åter beträffar likheten med afseende på 
riktning, så är denna beroende af de tecken, som tillkomma qvanti- 


teterna a OCh ALA 
de 


Af de uttryck för K, och T,, som vi ofvan funnit, följer först 
och främst 


fSK,do = SYT2ds 


och 
fr ide 
frido- — .Kds , 
V T2 dR 
do” 
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. . . dR Oo .” . . 
hvilka eqvationer visa, att, om T och 2 båda äro positiva, mot- 
At 
svarande bågar af fundamentalkurvan och polarytans kantlinie 
äro så formade, att den enas totala torsion är lika med den andras 
totala kurvatur, och tillika, då dessa vilkor icke äro uppfyllda, 
gifva oss en enkel relation mellan ifrågavarande krökningar och 


torsioner. 


Vidare följer också, att 
CRED T (KR, 
eller 


La FOTA 


hvilken eqvation säger oss, att rektangeln af fundamentalkurvans 
och kantliniens på polarytan torsionsradier är lika med rektangeln 
af samma liniers krökningsradier 1 motsvarande punkter. 


Developperingsformlerna för kantlinien på polarytan fås natur- 
ligtvis ur de generella formlerna, derigenom att man i dem sätter 


le 
Tider 


=S 
T- 


yY ie 


och de blifva sålunda: 


; 1 de 
ör = 0 + Q Nin 9 tär Ts C08 9 , 
4 INR 
REAR OR ST ga 
rU 


eller 
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SNR 


mA OIRNE 
HASTIG SN 
CL SR OT 

g=c + fTds. 


9. Anmärkningar beträffande kantlinien på polarytan. 
1:o. Vilkoret för att kantlinien skall försvinna och polarytan 
således blifva cylindrisk, är, såsom lätt inses, 
Ne ÖR 
Pundkmentalkurvan måste följaktligen i detta fall vara plan. 


2:0. Vilkoren för att kantlinien skall sammankrympa till en 
punkt och polarytan således blifva konisk, äro 


RENT Cos £ + - ke Cos/ = A= konst. 4 


Yy + o Cos” + + 3 Cosp = B = konst. ; 


2 + o Cos 2 + än Cos:v = Cl="konst 


eller, om man heldre vill, 


9 = & + /Tds, 


5 1 
o Sin g& + T SS Cos qv = ÅA, = konst. ; 
— 0 Cos g + = EE Sing =D, — Konst; 


Af dessa eqvationer får man 


(7 — AJ? + (y — BJ + (e-C)JE SE RSA 
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hvilken eqvation visar, att fundamentalkurvan är belägen på ytan 
af en sfer, då hennes polaryta är konisk, och derjemte, att ifrå- 
gavarande sfer är fundamentalkurvans oskulerande sfer. Den re- 
ciproka satsen är naturligtvis sann. 


3:0. Ar polarytan en rät kon med cirkulär bas, så är, enligt 
hvad vi nu sett, fundamentalkurvan belägen på ytan af en sfer. 
Men derjemte har man 


I Cos I + m Cos u + n Cos v = Cos y = konstant , 
Arrese kl 


då y betecknar halfva den konstanta toppvinkeln och Il, m, n 
äro konstanter. Denna eqvation gifver efter differentiation 


I Cos & kön COS 4 47 Cos G= 0" 


hvaraf 
sier + Ad + ER 00 
ds AS ds 
och således 
dx dy ANA 
Sr LE före kon | 


som slutligen ger 
lx + my + ng = Cs +0QC, ; 


och sålunda synes, att fundamentalkurvan är en helis. Då polar- 
ytan till en kurva är en rät kon med cirkulär bas, är följaktligen 
kurvan sjelf en helis, belägen på ytan af en sfer. 


4:o. Om kantlinien är en helis i vidsträckt mening, så är 
böt MNF NR RCO th 4 
hvaraf genom successiva differentiationer erhållas 


1 COS aj + m Cos py. + nn COS yy =C 


och 


Å AJ + I —- 
I Cos CA + m Cosn, + n Cosg, = 0 
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Men denna sista eqvation kan ersättas med 
I Cos £ + m Cos»” +n Cos2 =0, 
hvaraf genom integration erhålles 
I Cos a&« + m Cos Bp + n Cosy = A 
och på grund häraf 


ldx t:mdy + nde = Ads; 
som gifver 
lx + my +ng= As+B. 


PFPundamentalkurvan är således i detta fall också en helis 
reciproka satsen är naturligtvis också sann. 


19. 


Ytterligare om polarytan. 


Den 


Bland linier belägna i polarytan förtjenar den grupp att an- 
märkas, som erhålles, om man sätter v? = r? — o? och med > för- 
står en konstant. En dithörande linies punkter ligga alla på kon- 
stant afstånd från motsvarande punkter af fundamentalkurvan, och 


man kan genom införande af beteckningarna 
p = U08.MU LD FRA 
skrifva hennes eqvationer under formen 
EL r Cos u Cos Z + 7 Sin u CosA , 
Nn = Yy + 7 Cos u Cos n + r Sin u Cos u , 


8 = 2 + r Cos u Cos & + r Sin u Cos v . 
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q J | 
> Developperingsformlerna gifva 


- LJ 
SV | Å 


p=0 + Tds”, 


5, = CC, + 7 Cos u Sin 9 + » Sin u Cos q , 


m = Cs — r Cos u Cos & + > Sin u Sin 9 
eller 
& = C, + 7 Sin (9 + u) , 
mn = Cs — 7 Cos (9 + u) , 


och af dessa eqvationer följer 
(& = OJ + (m = OP = 


hvilken eqvation visar, att den kurva, med hvilken vi nu syssel- 
sätta oss, öfvergår till cirkel, om man developperar fundamental- 
- kurvans polaryta. 


Kurvans eqvationer gifva 


dö dr kt 


Cos u Cos 4 — Sin u Cos CL — Cos u Cos u — Sin u Cos » 


då 


G0au Cosy ry Bin uCosg,. vyn RO 


och således 


Z do? = r (Tds + du)? 


samt 


5 


COS 0; = MESA (Cos 2 Cos 4 — Sin u Cos £) > 


V(Tds + du)? 


ds + du 


C Fe or 
VR V(Tds + du)? 


(Cos au Cos u — Sin a Cos ”) , 


ra NATdsS + du 


fetostA = (Cos u Cos v — Bin u Cos 2) . 
" SR V(Tds + du) | ?) 
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Med användning af dessa värden på Cos a, , Cos p, och Cos y, 
finner man nu med lätthet, att eqvationen för kurvans normal- 


plan blir 
= (£ — x) (Cos u Cos 4 — Sin u Cos 2) stel) 


eller kortare 


2 (EET NTOSIR ER G 
Denna eqvation ger efter differentiering 
2(E — 2) Cos G, NER 
och eqvationerna för kurvans polar blifva följaktligen 
(£ — x) Cos av + (7 -— y) Cos 8, + ($ — 2) Cosy, = 0, 
(E — x) Cos i + (7 — y) Cos”, + ($ —- £) Cos g, =0 ; 
eller, som är detsamma, 


500 1) Ar EE 
Cos AT Copy COS 


Af dessa eqvationer synes, att kurvans polar går genom mot- 
svarande punkt på fundamentalkurvan. Den kurva, hvarmed vi 
nu sysselsätta oss, är följaktligen sådan, att hennes polaryta inne- 
håller fundamentalkurvan åtminstone delvis, och derjemte sådan, 
att alla hennes punkter ligga -på lika afstånd från motsvarande 
punkter af fundamentalkurvan. Det är häraf tydligt, att om sist 
omtalta polaryta utbredes i ett plan, hela den nu behandlade kur- 
van reducerar sig till en punkt 1 detta plan, men. att deremot fun- 
damentalkurvan. förvandlas åtminstone delvis till en cirkel i planet. 
Den ifrågavarande kurvans polaryta benämnes af detta skäl funda- 
mentalkurvans cyklificerande yta. 


Af värdena på Cosa,, Cosfp,, Cosy, finner man på van- 


ligt sätt | 


; v 1 ER | : 
K,CosZ, ==. — Nin uCos a — >= (Cos u Cos Z + Sin u Cos4) 
IN UA du r $ 
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hvaraf 


f Ken ur 
| (T + TJ ; 


och vidare 


Polarytan blir derföre 


E-Xx=Vv JU + 7) Cos a + K Sin u (Cos u Cos & + Sin au Cos 2) | 


NV -Y-= v ST + 2) Cos 8 + K Sin u(Cos u Cos » + Sin u Cos u); , 


Ö-2=V IT + 7) Cosy + K Sin u (Cos u Cos 2 + Sin u Cos ») | 


Denna yta bör således vara fundamentalkurvans cyklificerande 
yta. Observeras må, att för r = oo cyklificerande ytans eqvationer 


blifva 
&—- x= v(T Cosa + K Cos 2) , 
7 —- y = v (T Cos p + K Cosu) , 


CC - 2 = v(T Cosy + K Cos vw) , 


d. v. s. att cyklificerande ytan då öfvergår till rektificerande. 
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20. 


Cyklificerande ytan, 


En developpabel yta, som innehåller fundamentalkurvan på 
sådant sätt, att denna kurva förvandlas till cirkel, antingen helt 
och hållet eller delvis, då ytan developperas i ett plan, benämnes 
cyklificerande yta åt fundamentalkurvan. 


Vi erhålla hennes eqvationer, om vi i de generella formlerna 
i kap. 13 paragraf 1 ponera 


KiCoswENH= 


= konstant , 
- 


och — för att få ytan developpabel -— sätta 


Cos t , Sin t 
vå dw K Sin « 
ds 


Eqvationerna blifva, om man förfar på detta sätt, 


a IT + T) Cos & + K Sin w Cos w Cos Z + K Sin 2w Cosd4 


0 
på 
ds 


Ne Udd (= + zz) Cos 8 + K Sin w Cos w Cos » + K Sin ?w Cosu, j 


ö=2+ 0 (T+ AO) Cosy + K Sin w Cos w Cos 2 + K Sin 2w Cosy. 


Observerar man, att mot samma värde på C svara tvenne vär- 
den på w, numeriskt lika men olika till tecknet, så inser mån, att 
för hvarje värde på C finnas tvenne cyklificerande ytor, såvidt det 
nemligen finnes någon. 


. A > pc GI 
Developperingsformlerna för fundamentalkurvan blifva enligt 
kap. 13 paragraf 4. 


et 
k 
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FARS ch oc Sin (CISEeT 


YTTER & os (Cs + a) ; 


hvaraf erhålles 


(NG) EU rk) =, 


hvilken eqvation visar, att fundamentalkurvan vid ytans develop- 
pering förvandlas till cirkel. 


Söker man en developpant till ytan enligt formlerna i kap. 13 
paragraf 6, så finner man med lätthet, att denna erhåller till eqva- 
tioner 


tel 


sed 2 Cos(Cs.+ e) + q Sin (Cs + e,)) Cosa + 


+ >q Cos (Cs +c,) — p Sin (Cs +c,)+ (Cos w Cos& + Sin w Cos2) 


och analoga uttryck för Y' och &. 


För p = 0 och q = 0 kommer en viss bland dessa developpan- 
ter att till eqvationer erhålla 


” BETRaTEE | 
E = + 0 CosZ + fre 0? Cosa, 
4” = Yy + o Cosn + Ar? — 02 . Cos u , 


SU =2+0005s2+ sr? — 0? . Cosv.. 


Vare sig att man nu med den genom dubbelt rotmärke be- 
tecknade roten menar den positiva eller negativa, får man i hvar- 
dera fallet en linie belägen i fundamentalkurvans polaryta. . Denna 
linie öfvergår vid polarytans utbredning i ett plan till cirkel, i 
hvilken medelpunkten utgöres af den punkt, till hvilken fundamen- 
talkurvan reduceras vid developperingen, och radien får storleken 
r, såsom vi finna af eqvationen 


2 


(8 = 0) + (7-4 (C-Er 
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Af hvad nu blifvit visadt följer, att om man på fundamental- 
kurvans polar afsätter en punkt på det konstanta afståndet r från 
motsvarande punkt af fundamentalkurvan, så blir lokus för först- 
nämnda punkt en i polarytan belägen kurva, som står till funda- 
mentalkurvan i ett så beskaffadt vexelförhållande, att den ena kur- 
vans polaryta är den andras cyklificerande yta, och att vid båda 
de cyklificerande ytornas utbredning i ett plan de båda kurvorna 
förvandlas till cirkelbågar med samma radie r. Vidare följer, att, 
emedan man på hvarje polar kan afsätta icke blott en utan tvenne 
punkter på afståndet »r från motsvarande punkt af fundamental- 
kurvan, det måste finnas icke blott en utan tvenne kurvor i polar- 
ytan, hvilka "båda, svarande mot samma värde på », stå till funda- 
mentalkurvan i det nämnda vexelförhållandet. 


Antager man > = oo, så blifva eqvationerna för den cyklifice- 
rande ytan 


& = x + v(T Cosa + K CosA) , 
n = y + v(T CospB + K Cos u) , 
ö = 2 + v(T Cosy + K Cos vw) . 


Men dessa äro de för oss välbekanta eqvationer, som tillhöra 
fundamentalkurvans »ektificerande yta, hvilken således kan anses 
såsom ett species af cyklificerande ytor. De tvenne cyklificerande 
ytor, som i allmänhet svara mot samma värde på >, sammanfalla, 
såsom vi nu se, i det fall att 7 göres oändligt stort. 


CA 
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21. 


Den vinda yta, som bildas af en kurvas principal- 
normaler, 


Hennes eqvationer äro 
« : é NY a, re 
5 =x+v Cosy, 
(AIK ÖSTRA 
feg LOS C- 


Man får dessa eqvationer, om man i de generella formlerna 
i kap. 13 paragraf 1 sätter 


och Ä =0. 


SA 
I 
Do NS 


Om ytan böjes så, att alla hennes generatriser blifva parallela 
med zy-planet, måste följaktligen enligt formlerna i kap. 13 para- 
graf 3 eqvationerna för den sålunda uppkomna ytan blifva 


0 = K Cos 0 = T Sin 0 , 


RE Sue Öna 0 
ds 


57 = [Sing Sin 0ds + v Cos 9 , 
Nn = - f Cos 9 Sin 0ds + v Sin q9 , 
CM = f Cos Odds 


hvilka vi kunna ersätta med systemet 


130 Den af principalnormalerna bildade ytan. 


p = 04 SVKEFTdS, 


: jr K 
Fil | Sing Ve ds + v Cos 9 , 


w/ 


K | 
fy - f.0089 Vr ds +v Sin q& , 


hvilket utgör en af solutionerna till föregående system, 


Den sista eqvationen visar, att den af principalnormalerna 
bildade ytan är vind, om fundamentalkurvan är dubbelkrökt, men 
deremot plan, om fundamentalkurvan är plan. 


1. I den ifrågavarande ytan är naturligtvis sjelfva fundamen- 
talkurvan belägen, och hennes eqvationer fås för v = 0. Efter 
böjningen af ytan till den nyss omtalta formen har fundamental- 
kurvan antagit en sådan form, att hennes eqvationer blifva 


2. Striktionslinien i ytan har till eqvationer 


BN dee Zdxd Cos$ 
CosZ Cos” Cose = (d Cos g)” 
eller 
SSE LE (a ENE K 


Cos £ Cos”  Cog2e HERRE 


FEGT 


4 skrå 
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LÅ 


eller 


= Yt Ro pe: 0 Con, 
| 1 
= 2 +. T3: 0 0084. 


Dessa eqvationer visa, att striktionslinien skär principalnor- 
malen i en punkt mellan fundamentalkurvan och hennes krök- 
ningscentrum. 


Obs. Om fundamentalkurvan vore en helis i inskränkt bety- 
delse, så skulle af dessa eqvationer följa, att striktionslinien blefve 
helisens axel. ; 

Efter ytans böjning till sådan form, att generatriserna blifv: 
parallela med xy-planet, antager striktionslinien ett sådant utse- 
ende, att hennes eqvationer blifva 


Il 


51 | Cos9 dga, a 


Dessa eqvationer visa bland annat, att, om fundamentalkurvan 
är en helis i inskränkt mening och således både K och T kon- 
stanta, så blir” striktionslinien efter böjningen en rät linie, såsom 
den redan före böjningen var. Någon böjning kommer i sjelfva 
verket här ej ifråga, blott en vändning af hela ytan. 


Man får nemligen i detta fall af det sista eqvationssystemet 


I S 
IRS 
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3. Af föregående eqvationer följa 


K 
& —-X fe, Te 008 9 > 
S K 5 
nl RT Sin & , 
Uj DE 


såsom man naturligtvis bör hafva. 


4. Lokus för fundamentalkurvans centra curvature är natur- 
ligtvis belägen i den nu behandlade ytan och fås för v =0. 


Efter ytans böjning förvandlas ifrågavarande lokus till en kurva, 
hvars eqvationer äro 


| K 1 
(CT TT d Cos 9 + iz Cos 9 ; 


(7) = gam Sin 9 + gömg å 


(6) = | eld 
således 
(&) — X = 0 Cosq , 
(7) - Y=0Sing, 


(SYNAR 
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AL 


Lokus för centra curvaturg. 


Denna kurva, hvars eqvationer äro 
E=XL+ 0 Cos & ; 
Ni =O OB 
FER U0SG 


är tydligen på en gång belägen i polarytan och i den vinda yta, 
som bildas af fundamentalkurvans principalnormaler. 

Emedan fundamentalkurvans principalnormal och polar samt 
oskulerande sferens radie bilda en rätvinklig triangel, hvari sist- 
nämda linie står mot den räta vinkeln, vilja vi i våra kalkyler 
införa den vinkel, som i ifrågavarande triangel är belägen mellan 
principalnormalen och oskulerande sferens radie, samt beteckna 
honom med V. För honom gälla formlerna 


; = Cos V, 
ANEO DALEN: 
fö RE Red 


Af eqvationerna för lokus för centra curvaturx fås nu 
der Cow ds + do: Cos8£., 
dn =OI Cos. då Fd. Cost”, 
dö = oT Cos v. ds + do 088 GV, 
de = VT2. Rds 


och således 
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Y ib J: 
Cos a, = —= (Cos V Cos I + Sin V Cos £ ), 
VT: 


r 


Cos Py = — 
Vie 


(Cos V Cos up + Sin V Cos ») , 


ft 
NY UE | aj ; z FA 
Cosy VT (Cos PV Cos v + Sin V Cos 4), 


hvilka eqvationer bestämma riktningen hos tangenten. 


Genom differentiation af dessa eqvationer erhåller man 
I ; 
— K, Cos 4 . do = — K Sin V Cosa ds + 
VR 
+ (Cos V Cos E — Sin V Cos 2) (d V — Tds) 
0. s. v., hvaraf på vanligt sätt följer 
KT do? =IKE BSD Kd rd ESR 
Men nu är 


2 


d 5 = d (o CosV) = do . CosV — o SinV .dV = 


0 do I 


RR ARR: Ng 
och således 
ÅT EN SR SSE NN 
0 do Rh 
lör 
4 2 
dV — Tds = EE CN Fr ; 
oh 
och följaktligen blir 
2 ko S P'de LÄN 
SKATTER RE 


Baer 
14 
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hvilken eqvation bestämmer krökningen af lokus för centra curva- 


ture. Med tillhjelp af värdet på K, får man nu 


; KP? do 
Cos = K,R? Te 


(OS 


RK IRO0SÉ mna CSA GR 

Cos m = = fp ge Co8 fl - 

. Cos 4, KR dl 
I R008E- rna 00sv RS 


genom hvilka eqvationer principalnormalens riktning bestämmes. 


Sätter man nu 


KP? do AR 
K,R2 Ha = Cos 0 , 
ENE 

K, do R = Sin 0 , 


så blir 


Cos 2 = — Cos 0 Cos a -- Sin 0 (Cos V Cos g — Sin V Cos 4) , 


Cos 7», = — Cos 0 Cos 8 — Sin 0 (Cos V Cos » — Sin V Cos un) , 


Cos 4, = - Cos 0 Cos y — Sin 0 (Cos V Cos 2 — Sin V Cos v) , 


| 
hvilka eqvationer bland annat visa, att 


3 Cosa Cos Z. = — (los & 


och att således 
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2 
Cos (tp,) = RR ALA 


KR? ds” 


Sin (tp,) = a SAC 


då man med (tp,) förstår vinkeln mellan fundamentalkurvans tan- 


gent och principalnormalen i den af centra curvaturge genererade 
kurvan. 


Af dessa och uttrycken för Cos a, , Cos £, , Cos y, fås 
T 


T 1 Cos 4, = Sin 0 Cos a — Cos 0 (Cos V Cos säger Sin V Cos A) , 


VT Cos u, = Sin 0 Cos 8 — Cos 0 (Cos V Cos » — Sin V Cos RIS 


bi 


Cos v, 


VT = Sin 9 Cos y — Cos 0 (Cos V Cos 2 — Sin V Cos vw) ; 


det vill säga 


FIA RAD ARG 
ir 


K,R? ds borgar d i 
är 008 kt, KLOR . Cos p — 
fa 20 | 00 i så CA 
= Cos v, KITE . Cosy - 
rg AR FR 


om bestämma riktningen af kurvans binormal 
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Differentierar man nu de eqvationer, som innehålla Cos/A,, 
Y 2 £å 
Cos u, , Cosv, , så får man 


ih 
jar 


-— 


T, Cost, .dgo = — Cos .d0 + K Cos 0 CosV Cosa . ds + 
+ K Sin 0 Cos Zz ds + Cos 0 (Sin V Cos Z + Cos V Cos Ad V — Tds) 
OASv. hvaraf följer 
- ET do 3 Cos£ Cosa = — z Cos & Cos a .d60 + 
y T? 1 1 1 


+ K Cos 0 Cos V . ds 
och således 


mdkas. 1, Cosb.=Coso do + K Cos.0 Cos V <ds 


eller 
TD Vä d0 RK Cos V 
INR ds TTR 
Men nu är 
t SERGE dn 
5 do do SN 
och 2 
er Br 
Cos V = fr 


följaktligen blir 


SAR Cr GR 
RT GAS Rdr ; 


hvilken eqvation gifver torsionen hos lokus för centra curvature. 


Anmärkningar. 


Midtpunkten på den räta linie, som förenar en punkt på fun- 
damentalkurvan med centrum i motsvarande oskulerande sfer, har 
till koordinater 
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öv = 0 + 3 COA + 5 mo g. COSÅ > 
g NELEd Ota 

No = Y + 5 Co8N + 5 Fm gr COS; 

Re RE UTSdor 

do = 2 + 5 Coss 5 T qs COSV > 


och eqvationerna för den räta linie, som sammanbinder centrum 
curvaturx med nyssnämnde midtpunkt äro följaktligen 


ÄN ren LÄRS M ö- bo 
0 CosÉ — rg CosA 0 Cosn — sk Cosp 00052 ne 008 v 
eller 
5 — 50 Ule 


Jos V Cos Z — Sin V Cos4  OCos V Cos » — Bin V Cos u a 


25 CN 
— Cos V Cos 2 — Sin V Cos v ' 


Af uttrycken för Cos a, , Cos Pp, , Cosy, synes, att den om- 
talta linien och tangenten till lokus för centra curvature bilda rät 
vinkel. Det är häraf tydligt, att om man lägger en cirkel genom 
en punkt på fundamentalkurvan och motsvarande krökningscirkels 
och oskulerande sfers centra, så sammanfaller i krökningscentrum 
tangenten till ifrågavarande cirkel med tangenten till lokus för 
centra curvature. 


Developperingsformler för lokus af centra curvature äro 
(Par 0 + S(Tds ; 


m = ec — 0 Cosq , 


och af dem erhålles 
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dö, = o Cos 9 . Tds + do Sin q& , 
dn = o Sin & . Tds —- de Cos 9 , 


do, = VT?. Rds 


och således 


då, "Rå ÅN Pa : 1 a E 3 EE TG 
EK VT (Cos V Cos & + Sin V Sin P) - VT Cos (9 — NV), 
dn, Ik Y ue .| a LJ Y så .| + 
—— = Ne / rd S (€ D d = —— Sing | . 
SED (Cos V Sin & — Sin V Cos q) Vv Sin (q ) 


Man får häraf 


TATL KAL GE SA a AE S 
RAN RAR ICE Sd RJ 


dn, gt Ål Po 3 pc 
d do, NaN V) (Tds —- dV) 


och följaktligen 


d SKER FN de 
20) VARSIN AO 


ATEERA 

REK ( 

Dessa eqvationer kan man använda för lösning af åtskilliga 
frågor, såsom t. ex. 


1. Under hvilka omständigheter blir lokus för en kurvas 
centra curvaturae geodetisk cirkel i polarytan? 


Man finner svaret, om man antingen i sista eqvationen sätter 
venstra membrum lika med en konstant, således 


2 pA TR) 
Su ÅR | 


eller ock ponerar 
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hvilken eqvation efter insättning af värdena på eo Nn, gifver en 
annan eqvation af formen 


2-2 Ao Sin (B + fildsje Ce 


Af denna senare härledes 


som är af samma form som den först erhållna och visar, att man 
måste hafva 


A? > C. 
År fundamentalkurvan belägen på en sfer, så är tydligen 
R=7 = konstant . 
Man får nemligen af 
(x — a)? + (y — D) + (e — of = 72 


(x — a) Cos a + (y — b) Cos B + (£ — c) Cosy 


= 0M 

(x — a) Cos Z + (y — b) Cos ” + (2 — ce) Cos2 = — 0 ; 
( Cos A + (y — b) C Cos v = RR 
x — a) Cos A + (Yy — b) Cos u + (2 — ce) Cos v = Tä: 


och således 
(Ci A)+ (Yy — bj FH.) ERE 


Man får derför 


02 Vg 
Ri IR 
hvaraf följer 
(EET RE IR 
GLON-TEINEE Sö 


och således är i detta fall lokus för fundamentalkurvans centra 
curvature en geodetisk cirkel i polarytan. 


La 
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2. Under hvilka omständigheter är lokus för centra curva- 
ture en geodetisk linie 1 polarytan? 


I detta fall måste 
d 
 KÖRTNE 


Ar 
( 


Svaret finner man också, om man sätter 
Gr FONT eo 0N, 


hvilken eqvation leder till en annan af formen 
o Sin (ÅA + fTds) + 
som i sin ordning gifver 


0? 
Oc 
3. Om o = konstant , 
så är tydligen 
(ör — ec)? + (9, — ce)? = konstant , 
och lokus för centra curvature, som i detta fall är detsamma som 


polarytans kantlinie, förvandlas då vid developpering af sistnämnda 
yta till en cirkel. 


Anmärkningar. 
1. Om fundamentalkurvan är dubbelkrökt och 


o = konstant , 


så är lokus för centra curvaturge detsamma som polarytans kant- 
linie, och man får i detta fall 


I 
148 Lokus för centra curvatureae. 
R = o = konstant , 


Ki = K= konstant, 


TRIENE 


Denna sista eqvation visar, att fundamentalkurvan och lokus 


för hennes centra curvature hafva samma slags torsion i motsva- 
rande punkter, om den förstnämnda kurvans krökning är konstant. 


2. Ar kurvan plan, så är lokus för hennes centra curvature 


likaledes plant. 


3. År fundamentalkurvan dubbelkrökt, men lokus för hennes 
centra curvature plant, så måste 


TD 


och i följd häraf 


SIR 
= 6 [Feer 


SS 


23. 


Om ytors krökningslinier. 
Om i en ytas eqvationer u och » ingå på ett sådant sätt, att 
ve) > OCh A OD EE 
så äro u- Sch v-kurvorna ytans krökningslinier. 


1.  Differentiera vi eqvationerna för normalen i punkten 


(x, y, 2) i afseende på u, så finna vi 


; Herb SES Bal. bg tåla AL Re 
FE Nan ee C D 
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och af dessa eqvationer erhålles 


C D A D 15 
Cos Ad, = / å , 5 b, Rå re , 
| KD ye G VD? VEG 
Cosie, = 3 ; SRS 
VD? VEG 
och 
EVEG 
ri; = 


VD: 


då vi med a,, b,, ce förstå de vinklar, som krökningsradien i den 
principalsektion, hvilken med !u-kurvan har gemensam tangent, bil- 
dar med axlarne, och med >, nämnde krökningsradie. 


Beteckna vi med a,, b,, ce» och 7, motsvarande vinklar och 
radie, tillhörande den principalsektion, som har gemensam tangent 
med en r-kurva, få vi 


Co8d, = AX aa Cos'b,.= 2 fue 
VD3 VE KDS EG 
Co0s cy = EE £ j 


2. Beteckna vi med a, 8,, 7, de vinklar, som u-kurvans 
tangent bildar med-axlarne, och använda vi systemet 


: r dB JA dz 
i OL EEE oa OR 
ANG 05 dr 
OR 0 SR PA 

KUA EEK TEST 


ÖKA du dv 
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så finna vi genom differentiation af 


DNA 
VD? VAL Brr iQ? 


(08 Aas 


, 94 BY JA PLA 
0 Cosa, D BÅ ön "ÅA o) OR Ta 
du VD? EGVEG 
VD? d2 dy yD? ERE 
= rr ( FA SS = fm — 28 G 
EGVEG dv dv EGVEG OT 
och således 
MENT NEN Gode | 
du få 


För differentialerna af Cos a, , Cos b, , Cos ce, gälla följaktligen 
formlerna 


0 Cosa, 0 Cosb LICISG i 
du du du VE 


Cos a, CoÖp rak COR 7 


3. Genom användning af systemet 


OB Gel 02 
Å 39 BRI 
OK GE d x 
ERT ag 


dv dv 
får man på samma sätt 
d Cosa, I Cosb, 9 Cos c, 
dv $ dv kr dv i DD, VG 
Cosa,”  CO8p,.. COS far RV: 


då a, Py, 7. äro de vinklar, som v-kurvans tangent bildar med 


axlarne. 
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4. Af värdena på  Cos a, , Cos b, och Cos ce, finner man på 


samma sätt 


mC0ös 0, 0 C0S bh, 0 Cosié, 
AT Se En UN VARS RESER 
ÖRA ra CSA of IVDEDE 
0 C08 Ad, 20 C08 bb; -0.COS Co 
RR SOLIST AT Sä VG 
[Gee  Cosp nt fC0s8 Ya Ta 


Af dessa formler och eqvationerna 


ind 


5. 
= Cos a, Cos aj>= 0 
COS Tör sl 
3 Cosa, Cos a, = 0 
följer 
COSTA VE 
| 
0 Cos a 
34 Cos ed, FENA = 0 , 
d Cos a, RAS Öl da 0 Cos a, 
Kar ENN 


2 Cos a, 5 
u 


Men nu är 
dz DAG JN 0G dr 
du d Cos a, dudor 20 0 dv 
Cos US) och = = — ATA 
VE du GVG 
och således 
0 Cosa, OVAN CI 


FIC08 Uj UT VGCE 


hvadan 
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2 Cos ay pre = £ , 
: 1 
Zz Cos a, PAR =0, 
OVE 
d Cos Da 
Z Cos a, a NN Te 
Häraf får man 
ip OVE 
d Cos Aj 2 VE | Cos AA DEN dv - Cos Aa , 
du 7, VG 
OVE 
d Cos B; id VI Cos b, — KANIN ; 
du 2 £ 
OVE 
da 1 Lee 
9 Cos 71 YE Cos c; LE ör 
du 259 VG 


Ö IVadare sar 


0 COBO UDD FPP DN 
D äh GVG 


och sålunda blir 


OVE 
= Cos a, Pacer DN : 
du V 
d Cos a 
SOS AA a 
d Cos av < 9 Cos a, 


Z0osdq, — > =-2Z — — Cosa, = 0. 
u u 


Ve Om ytors krökningslinier. STIGER & 1 


q ER (3 


Å Häraf följer - 


d Cos a, GO fe kd CONN IsdN 


4 CRT AE NA 60 TNK Oe an AD 
CEN COST NE G0S PÅ CONNY NG 
(CSN 
= Cos FA AR IN | 
z Cos a, Cos a, = 0 
följer 
COST, Kra = 0 É 
BÖN SL - 2 Cos a, ERNA ; 
hvarjemte vi få 
; 06 
RN 000 er eL. du IL VG 
4 SCR ö UREA VE Arad 
Således blir 5 
0 Cosa, ICosp, ICosyn 9 NGT i 
BAS RUE GP SN NU 
ORT COR G00SYA TVR 
Ga CAT i 
OS NE, 
| = COB COS 0, 
- z Cos a, Cos a, = 0 
— erhåller man nu : 
& t : 


vå h kh ” å 4 j ie v ' 
- CM ra rr Sp N I | MN i (AR (vd DE AU MJ | ff SAN dor Sd året a 


bör Om vytors krökningslinier. 


d Cos a, 


2 Cos a, TV ÖR 
VG 
3 /Öoslal per rö , 


d Cosa, VG 


SS COSAR 


ÖRE LINA 
och slutligen 
VG 
| FR 
RR Br nen ALE (Sa , 
dv VE ra ; 
VG 
OMFOB Parks ad EN 10 VS ee VG 
Dn SE ERT FREE j 
: IVG 
d Cos yo 2 G 
LAS 210 TRA SÄD ; 
dv VE ra 


9. Beteckna vi med AN mm» $, de vinklar, som u-kurvans 


. . vw . 
principalnormal, och med £Z,,”,, g, de vinklar, som v-kurvans 


principalnormal bilda med axlarna, så finna vi af” 


d Cos a, VE ; 1 OVE 
du Jå VOSS 


0. SE Var 


PAL a ESR SOK Uf sä 2 
OS G, 3 Cos a, VEVG DR Cosa, 
(J0g7 1 LNACOR fee eg Cos Bg 
NG OVEVG oe: 
OVE 
ri DR OT 2 01 
(OS0: FR Cos c, VEVG Se . Cos 72 > 


då med 9, menas u-kurvans krökningsradie, 
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På likartadt sätt erhåller man 


(ös 2 ros dy SAR SM Co dj, 
22 5 VGVE du : 
PARES | & 02 OVG | 

COS, = 5 Cos b, gg CoS:P ii 

NERO SÅ Cg FEGA | 

Cos 4, a OS C, VOVE Nn du Cos y, 


10. Af formeln 
Cos 4, = Cos p, Cos SZ, — Cosy, Cosn, 


och de ofvan funna uttrycken för qvantiteterna i högra membrum 
finna vi 


Cos 4, = Cos B, (P CR — Q Cos 72) — 
— Cos y, (P Cos b, — Q Cos 85) = 
= P (Cos 8, Cosc, — Cosy, Cos b,) — 
.—- Q (Cos 8, Cosy, — Cos p, Cosy,) » 


om man för korthets skull sätter 


P ps 07 : LA) kd Rd VE 
Fr I ORSEE 
Insätta vi nu 
NY 4 Y i Ip ä 
Cos 8, Cos ce, — Cos y, Cos b, = — — . Cos dy 
VD: 
och 
Va Ad h PS dj Y D C x 
Cos p, Cos ya — Cosp, Cosy, = VD QS UT 
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[9] 20 . 
så få VI 
DIN 
Cos4, = — — (P Cos a, + Q Cos ay) 
SSV 
Vi erhålla således för de vinklar, som en u-kurvas binormal 
bildar med axlarna, följande formler: 


NT 

Cos dy = — 12 -Cos ay + 01. OVER GT ; 
yD? (7, VEG OR 

Cos u, = — sd 2 ÖGREN Me » COD, | . 
VDO VEGA AU 

Cos v, = — JA 2 Cosy, + a I ORRAE 
VIE VEG. PD 


För de vinklar, som v-kurvans binormal bildar med axlarna, 
finna vi på liknande sätt 


Cos 4, = Ze JL Cos ad, + OA IyG . Cos a, | A 
(ENDA VEGE HO a 
D,; (en 08 JV RR ; | 
Cos Vv, = NE Öpa far Ra : os 0» | | 
VD: VEG 0 


11. Genom differentiation af föregående formler finna vi nu- 
mera lätt 


OP, 2Q, 
La T, Cos & AA : UoR ata CO ar 
VD? EMV LEG VE 

OP, 2Q, 
Lä! s ala (OBE ÄG . C0s Ba + 24) » OOSGE 
yD? VE VE 

OP, 2Q, 
Sk ÄRA GÖR VERS TE FASA TRE, 
VD? VE VE 


K 
- 
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då med T, menas u-kurvans torsion och 


OVE 
PEST MN ell 
1 7”, UY VEG dv 


I öfverensstämmelse härmed få vi för v-kurvans torstion 


OP, 1Q, 
CN .T, Cos Za ORD FABIA eEn NER KILOS das 
VD FRIVG VG 
or, 2Q, 
- 2 FUAROS-a SÄS . Cos fy + AROR USA 
VD; VG EO 
OP, 1Q, 
- 0 TT, Cos Z, = Aer ACOSN YE Fu SECOBIGR 
VD AG VG 
då vi införa beteckningarna 
) d Va 
PIRNES RNE 
FÅR da AX fr. JU 


12. Vi införa nu I, = vinkeln mellan 2-kurvans principal- 
normal och ytans normal, räknad från normalen 7 direkt led i u- 
kurvans normalplan; d. v. s. i riktning från positiva principalnor- 
malen mot positiva binormalen. 


För denna vinkel gälla eqvationerna 


2 RSC0E, Cos ay, = Cos I, » 


7, 
= Cos a, Cos a AM La LAR OVE = Cos (2 2 3) Så 
VDRTVEG) 00 2 
= — Sin 9, 


Således har man 


SER OMNO VR 
VD: VEG dv 
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Häraf får man 


krökningslinier. 


DECO Te 2 TR 
VD? VD? du 
eller 
Dr (OBS TrE= ÖSK 8 : 2 
du VE 
dä 
dz, 


Man har också 


IE, . 
= Cos I, Cosa, -— — Bin I, Cos a, 


oVG dz 
ARE 
IVyG dy 
dur ÖR 
IVG 02 
026 AROR 


de följa begge af 


Cos 
4 2 
ÖFSLVG 
D å.| Y : Y 
Cos 4, = —- VD: Cos 4, Cos a, — Sin I, Cos a, 
DIES N 
13. Af vilkorseqvationerna 
dx dx SAID EE 
NR Jä = 0 och 2 Ög 
följa eqvationerna 
FA Vx OVE 92 = 
/T7T SANERAS AE bår Fd ') 
GG du dv dv du rat 
/ d? YR JA d VE dy IT 
hlO 2 08 > OR VEGAN 
SES SEA TD: VASER 
VEG. du dv YG dv du” UN 
som kunna sättas i stället för dem båda, ty 


dessa tre. 


Kortare kunna de skrifvas sålunda: 


0? x d 
dudv dv 


log VE 


dr 
- OuUu 


d TE 
RAR, TORP GER 


dv 
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Applikationer. 
1. Vi vilja använda dessa formler för besvarande af frågan: 
hvilka ytor ega krökningslinier belägna i sinsemellan parallela 


plan? 
För enkelhetens skull antaga vi, att det är systemet af a-kur- 
vor, som har den ifrågavarande egenskapen, och att de parallela 
planen äro parallela med xy-planet. De omedelbart gifna eqvatio- 


nerna 


sx dx 9 dz SATA AE 
FRED TERO a SKO 0 d udv a 


OA 4 RE ANG NERE 0x Py 
dudv = dJvldudIudv du dudvN 


gifva genast 
(1) 2= P(v) , 
Ar RJ RO AG 
(2) dudo ” Judo 
(3) du dudv du dudv 
Af de båda sista eqvationerna följer nu 


dx 02 x 4 dy UAE 
dv dudv dIvdudv =” 


och häraf åter 


och således 
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Till följd häraf gifva formlerna i $ 7 


0 Cosa, 9 Cos f, 


dv dv 0 
eller 
fi LR TA 
ee Cos f(u).VE, 
4 
(4) dy 


SY Sin f(u). VE. 


De sökta formerna på x och 9, måste naturligtvis satisfiera 
dessa tvenne eqvationer och på denna grund finnas bland deras 
integraler. 


Innan vi söka bestämma dessa, må vi anmärka, att af sista 
formlerna i $ 10 följer 


. 


SMA 

Denna eqvation visar, att så snart ett system af kröknings- 

linier består af kurvor, som ligga 1 sinsemellan parallela plan, så 

äro det andra systemets kurvor på en yYyång krökningslinier och 

geodetiska linier, och att dessa geodetiska linier äro plana, synes 
af sista eqvationen i & 11, som gifver 


Vi öfvergå nu till integreringen af (4) och antaga först, att f 
är verklig funktion af u. I detta fall gifver systemet (4) 


(5) x Cos f + y Sin f = E' (2) , 
som genom differentiation leder till 


F'- Cos f . SZ Sn 
/ å TLS : du d u 
y Cos f — x Sin f = SH 
SE VR 
SE 
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och vidare till 


SR Av AD SA ONE 
(6) RAS PILEN EA 


Vid jemförelse mellan (5) och (6) visar sig nu att 


KEN Va el 
REN TE 


och häraf får man 


(0) VE = F"(u) + f (uu) SE (u)du + fu) pv) . 


Insättes detta värde på VE i eqvationerna (4), så gifva de 
efter integrering 


C = F Cos f + Sinf.SFfdu + g(v) Sin f£ + wWwiy(v) 
(8) 
3 = F Sin f — Cosf.SEfdu — q(v) Cosf + wa(v) , 


i hvilka uttryck w, och w, måste bestämmas så, att x och 9 deri- 
genom komma att satisfiera eqvationerna (2) och (3). Beteckna 
vi för korthets skull högra membrum 1 eqvationen (7) med P, så 
följer af (8) att 


dx OD 


MA P Cos f , äl q' (v) Sin f£ + wW', (v) > 
dy 2 : dy SE NY 
Sn or ge SR) Cos f + Wslvy 


hvilka värden på de partiella derivatorna satisfiera eqv. (3) obe- 


roende af formen på w, och w, och äfven satisfiera eqv. (2), om 


EW COS Tu BN) 07 


II ; 11 


INR BRON TAS 
Y = C> + X2(v) > 
= O(v) ; 


d. v. s. icke en yta, utan en kurva. Således böra vi Halva 
PPK RN a KW 


y', Cosf + w', Sinf=0. SR jr 
Men af denna eqvation följer "IE 
uw', Sin f — w', Cosf =0 
och således 
+ Y2= 


som gifver 


hvaraf 
w, = Å, :) ee 


Detta om f är funktion af 2. Är f KORS EeE Ja gifver e eqva- 
tionen (5), då den differentieras, 


! ÖF: 
| | ST OSA JL 
hvaraf följer 
VE=F 


och äladön enligt (4) 
| x = F(u) Cos f + lv) » 


(9) | 
| = Fu) Sinf + Yalv) » 


Le 
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1 hvilket system w, och w, måste bestämmas så, att derigenom 
eqvationerna (2) och (3) satisfieras. Härtill fordras nu endast, att 


FB (uu Coafer Vä bin ft 0 
eller, emedan F"' = 0 skulle gifva en kurva men ej en yta, 
VW TCOS ANS NIT = 0 


Systemet (9) blir således 


NNE AE. WW, (v) ds 
& = Fu) Cosf + Ed LT, 


SERGE NI LE OgR 
a Fu) BO ind Cosf + ÅA... 


Men detta kan tydligen fås ur systemet (8), om man, sedan 
manider insatt: VW, = Å, ,-W, = Å,, ponerar 


SEM No Walv) 
f=0> 90 OA 


Systemet (9) innefattas följaktligen i (8). 
Vare sig således att f är funktion af u eller icke, blifva 
eqvationerna för den yta, som eger ett system af krökningslinier, 


belägna i sinsemellan parallela plan, alla parallela med xy-planet, 


2 = P(v) » 


Il 


(10) Iz= F(u) Cos flu) + Sin f fSFfdu + q(v) Sin f + AV, ; 


y = F (u) Sin f(u) — Cos f. fn du + flv) Cos f + As , 


hvari f(u), E(u), Pr) och 9(r) äro arbiträra och A,, A, kon- 
stanter. Eqvationen /f = konstant ger tydligen en cylindrisk yta 
och såsom specialfall ett plan. 

Abstrahera vi från dessa tvenne slag af ytor, och betrakta vi 
i det följande blott det fall, då 7” > 0, så kunna vi göra följande 
anmärkningar. 
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Anmärkningar : 
1:o. Vår ytas eqvationer kunna skrifvas sålunda: 


21 P(v)S 


KU x Cos f£ + y Sin f£ = EF (u) + A, Cos f + A, Sin £ , 
(12) x Sin £—- Yy Cos f = [Ff du + q(v) + ÅA, Sinf— A, Cosf. 


Den mellersta eqvationen, som är oberoende af v under ex- 
plicit form, visar, att v-kurvan, som svarar mot ett fixt värde på 
u, ligger i ett plan. 


2:0. Differentierar man eqvationen (11) i afseende på u och 
betraktar x och yYy såsom fixa i förhållande till denna variabel, så 
får man 


(13) y Cosf — 2 Bin f = 7 — A, Sinf + Ar Cosf, 


och denna tillsammans med (11) gifver de värden x och y, som 
tillhöra intersektionen mellan två på hvarandra följande plan, som 
båda innehålla hvar sin v-kurva. Kalla vi dessa värden & och 97, 
få vi 


EA 
| & = F (u) Cos f(u) — Fl Sin f(u)+ ÅA, , 
(14) 
; F'(u) a 
| 7 = EF (u) Sin f(u) + Fu) Cos f(u) + A, . 


Med tillhjelp af dessa eqvationer kan man skrifva ytans eqva- 
tioner sålunda: 


NA IT 


(x — &) Cos f + (y — n) Sin £= 0, 


Vv 2 
(15) (fa SY ALYET RNE I (0) + ; + SP du . 
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3:o. Eqvationen (15) i förening med 2 = P(v) och 


dö dn 
du du rn 
EST SAL "duff 


(16) 


visar, att vår behandlade yta är en revolutionsyta, om 
1 

T 

Ar venstra membrum i denna eqvation en variabel, så blir 


vår yta envelopp till den med rörlig parameter försedda revolu- 
tionsytan 


+ RR du = konstant . 


2= P(v) , 


(17) F 


EE RER Mein )9(0) en SPfaul | 


ty om sista eqvationen differentieras i afseende på u, och xr',w, Zz 
vid denna differentiation icke varieras, så får man 


0= a FEK (yr) COSTS 


fots Fr Sera (er + ap) 


som i följd af vårt antagande ger 


(x — 5) Sin £— (y — 7) Cos f£ = qv) + 7 + fEfdu ; 


Men denna eqvation och systemet (17) gifva 
STL (0) FR 
(x — 5) Cos f£ + (y — n) Sin f£ = 0 


| 2 
(v — 8) + (yt fold + tr SESdul > 


således den behandlade ytans eqvationer. 
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Hvarje yta, som eqer ett system af krökningslinier i sinsemel- 
lan parallela plan, är således antingen en revolutionsyta eller envelopp 
till en revolutionsyta. I båda fallen är revolutionsaxeln vinkelrät 
imot de parallela planen och går i förra fallet genom en fix punkt 


i nägot af dem, men följer i det senare en kurva i något af dem. 


4:0. Ytan är developpabel, om DD, =0, d. v. s. i föreva- 
rande fall, om 


Ef övr vyygv- BY.) =0, 


och emedan hvarken H&K eller '(v) kan vara noll, såvida eqvatio- 
nerna (10) skola representera någonting annat än en kurva eller 
ett plan, och då derjemte f”? enligt antagande är > 0, så måste 
D(v)9'(v) — PD (v)p(v) = 0 
Denna eqvation leder till 
pv) = MZ +N 

och gifver de developpabla ytor, som höra till vår ytgrupp. 

Använda vi beteckningarna 


bj 


& = F Cos f — 7; Sin f + A, , 


JV 


F Sin f + Sr Cosf + NN 


II 


(18) 7 


I) 


n jl ) 1 


Fö md + SEfdul ; 


(LCRRRR0 
blifva deras eqvationer 


Vr Y— MN 12-60 
Sing Ior CoBNE Vi 


Jörg 


Om ytors krökvingslinier. 167 


Sista eqvationen visar, att ytans generatris bildar konstant 
vinkel med £g-axeln. Den developpabla ytan är följaktligen antin- 
gen en cylinder eller en kon med cirkulär bas eller en tangentyta 
bill en helis i vidsträckt mening. 

Eqvationerna (18) äro fundamentalkurvans. 

2. Såsom andra applikation vilja vi nu lösa uppgiften att 
bestämma den yta, som har ett system af plana krökningslinier, 


belägna i plan, som alla äro vinkelräta mot xy-planet. 


Då hafva vi eqvationerna: 


2 x Cos f(v) + y Sin f(v) = E(v) , 
NOA ra 0x d FAO 
Hiden säg EVE du Lä RN dv ” 
| JEN od dy . SN Uj 
(2) dudv dv log VE. du Hi log VG RR 
FEST IE rm 92 d AA 92 
dudv SE KRYA hj UY d2 
Af (1) erhålles 
0x KURS IE 
3 — S — = 
(3) Tu Cos f + TT Sn f=0 
och af (2) och (3) 
d?:x d SR dx 
5 sl lög VG NO 
dudv Nl du log VC v Cosf 
hvaraf 
20; lo 5 Cos f = SE log VG , 
du ES 
VB 


SE Cos f = Cos f(v). VG 
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dx dy . N | = 
(4) a, C08sf + 5 Sinf = Cosy VG, 


hvari q således betecknar vinkeln mellan v-kurvans tangent och 
perpendikeln mot u-kurvans plan. Emedan g är funktion af en- 
dast », synes af (4), att + alla punkter af en och samma u-kurva 
v-kurvornas tangenter hafva samma lutning mot det plan, hvari 
u-kurvan är belägen. 


Af (4) fås vidare med stöd af (1) 
—- cf Sinf + yf Cosf = EF — Cosgq.yG 
eller 


(5) y Cos f — « Sin f = Se 


Af denna åter erhålles 
0 BÄREN ont RAND SA GR ASS ; 
av 008 / = 5, Nin — yf Sinf —- xf Cos f = 


0 F' — Cos 9 .VG 


TD JK 
Och St oljad fal (1) 
JA DY DT SRA EN 2 0-E —-C08 ga 
(6) TA Cos f — SÅ Sin £ = EF (v) £ + är 7 . 


Denna sista eqvation tillsamman med (4) ger 


dy? dry? d yN? 
o-(0e) (5 + (8) > 000 
Se + TS G Cos? & + 


+ IF + S Mrs Ne : Ke. 
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eller 


SRA Ssd LG 
(7) av = 9809 -(Ff + 


0 F -CosyqVG ) 4 
dv äl ; : 


Ur denna eqvation skall 2 bestämmas. Men dervid är att 
märka, att 2 måste satisfiera 
sö dy. 
du dv 
Eqvationerna (1) och (5) gifva 


F' —- Cosy VG 


x = F(v) Cos f — 7 


STL 


COS KG A Lv 
y = EF (v) Sin £ + : a kr Cosf. 


Införa vi 


F —- Cosy VG 


di FN 
erhålla vi således 
EE Bin £, 
= (E'- Pf) 008 f - (PS + fr) Sin, 
= (F' — P/f')Sin f + (Fr 5 En COS 


Derföre blir 


00 Or de de RE nee SD 
as är = ga ör t SF KG 
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och 
SOR OUE D 1 
(8) (PR (F/ N 3-) du 
AVR 29 TTR 
Vv |G Sin 29 — BR 


Har man funnit ett 2, som satisfierar både (7) och (8), så är 
; OTO : 
dermed vilkoret 2 är = 0 uppfyldt. Men det andra vilkoret, 


: d” s Sr ; , 
nemligen FÅ sar = = 0, är också på samma gång uppfyldt; ty 


utaf de redan funna derivatorna hafva vi numera 


G Sin? q& Cos f£ + (E' — Pf') (Ff + = Sin £ 


LON 
SO VA ; R TO 
ap GSin?g Sin f- (F '- Ps) (Ef +3 JG 308 f 
On a ; 
TAN är z 
d?x 0? Pg 
dudv TN ERA ef FÖR 
I MKR 
dudv dJudv EM 
EÖNVIG SM PN DE 
SR ME ere Sin? q — SN + Så udd 
dJudv R ir 


då vi med R förstå 


ÅR ER äm be föl TREE 
R = )G Sin? g (Ff + 55 


;»h dessa gifva So (ARA 
VARSE ORE KE SOT 
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Det gäller således att finna ett 2, för hvilket både (7) och 
(8) bestå. För att detta skall vara möjligt, måste 


0 DA , (0) C 
AE NT) 


och således 


Aa IVG oa 0 Q DE PEO 
ÅR du SKARS RT du p EE du dr 
Jar SENSE N & ASAT SVE Jag | 2 $ 
om man nemligen använder förkortningen 
0 =E G TF 2 , 
; dv 
som ger 
00 PP 
du - dudv ” 
samt minnes, att 
VRT COS vå VG 
dun ENL 
Men anförda eqvation kan också skrifvas 
FSA NERO 
du ER ga äu 
a P VG Sin SL ÖRER > (VG Sin 9) — ( - 
/ SR : ie 4 
hvaraf 
ÖT Gc IV Ao: 
SA a ARON TE | 
VG gi TLA eZ d » Ve Sm'g) dv ViN INR 
AE Ög: (VG Sin 9)” — Q? 


eller 
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Q 
) lyc Sin z 


VE 2 
FE 
VG Sin 9 
Denna eqvation gifver 


Q Ue-?Sftg9-dv 1 


VG Sin & Tu Ue-?2SFtgp.dv > 1 


, 


och af denna åter följer 


ME 9) + VG Sin g 5 tg 9 . ölu,v) — 3 log(f'te pg) = 
4 d F Vd 
£ (F/ + ar FÅ tgy 


samt genom integrering 


VG Sin 9 = 
Såg ph ERS J (E7 +) TRE 


då vi införa beteckningarna 


[rese Ste P0 rä 
te STAS ÖR ER 
och 


U = arbiträr funktion af u ensam. 


Värdet på & blir 


Q = OVG Sin q , 


hvadan vi få 


R = VG Sing (d> wth 
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samt 


9 U? : PA dv 


= NÄRA 
0v tr of. URL 


Samla vi nu de formler vi fått och införa en ny beteckning 


25 0 dv + ; fä) H 't 0 dv 
Riv) = fSfteg ih 57 + RT da ku): 


så få vi 
sl SYS 
x = EF (v) Cos f —- FS yx(u,v) Sin f£-, 


' 


y = EF (v) Sin f + (F - X(u , v)) COST, 


U” Sf tgr.dv 
TR I) ST d 
EET ff ARP:00 


1 AN "+0 1/3 t a j ) 
FL ; | Mu IS LteRdv VO -S Fted öv) OK Cuba V) | du+ Fu), 


F tg 9 xl(u,v)dv + F,) (u), 


d Uu 


hvari Fi (u) och Fi(v) äro på vanligt sätt hestämda funktioner, den 
förra genom första termen i högra membrum af den eqvation som 


innehåller F,(v), den senare tvertom. 


Man har dessutom 


VG = cs YLUL a 


I dessa formler äro f, 9 , F fullt arbiträra funktioner af en- 
dast v och U, Ww(u) arbiträra funktioner af endast u. F)(u) och 


F,(v) äro deremot icke arbiträra. 
För 9 = 0 får man samma eqvationer, som vi erhöllo vid lös- 


ningen af föregående problem. 
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Vill man icke från början bestämma g , så kan man sätta 


-2f ftgeq.d 
V(v) = e Sf É 
och får då 


gr 
DE Fo DE (0 ) 
JLNGG A dv / ) 
a F” . 
x = EF (v) Cos f - ba — XY (uu, o) ) Sin £ , 
IE 


ft 


F(») Sin £ + 5 — x (u, o)) Cosf 


(TE OJ 
Lör dv V 


på Jar FIG LINE 
g If ( (DE pa Yj uy p 72) 


| 


I 


ol 


dx 
50) AU + Tr U 
är det att sätta 


deri numera V men icke & är arbiträr funktion af v. Annu bättre 


ty då får man 


V, (v) IE 2 fotgg dv 


1/9 a = 
AC GE Ka) Utd RA SES ag + 90 
X(u,v STF V, ) (U EL RN Fp (UT 3> 
J 1 t 
Ev) Cosf-) 


— SLOG 


Am LA 
i 
y = F (v) Sin f + = —- X 


(Cost, 


1/9 
$ d få 
i | I x06 03 arc tg yt 


| 02 ir fö 


J TUREN De 
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3. Såsom en tredje applikation vilja vi bestämma riktningen 
af krökningsliniernas tangenter hos de ytor, som hafva kröknings- 
linierna 2 plana. 


Vi sätta 


EE NES 
LES RA UA ARE 


och finna då 


d Cos a N 

agn NGOs RT COS: 

d Cos 

RK ty la Wai WOS C3: COSQ93 
dv 5: 

d Cos 

yrkande LYNN NA EOS 2) COS-P7 
du 

d Cos a, 

BE Ww, Cos a, Cos 9, . 
dv js i 

d VN 

kornen = W, (Cos 9, Cos a, — Sin gy, Cos av) 

d Cos a. ; k 
a 2 = Ww, Sin 9, Cosa, , 

d Cos a, 


— = - 7, Sin q; Cos a, 3 
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d Cos a, 


VIN (Cos 9, Cos a, — Sin q, Cos ay) « 


Om vidare !l, m, n äro riktningskosinerna för en mot en 
u-kurvas plan vinkelrät linie, så få vi 


Il = Cos 4, = Cos 9, Cos a, + Sin pq, COSOTK 
m = Cos u, = Cos &, Cos fb, + Sin g&, Cos ÖR 
n = Cos v, = Cos gä, Cos y, + Sin 9, Cos ce, . 
På grund af T, = 0 följer häraf 
9, = 9, (v) = funktion af endast v. 
Vi få alltså 
b = — W, Cos 9, Sin 9, Cos a, + 


Å E Cos q, 


dv - hl Y, Cos Pa Sin Pp; ) Cos 0, + 


; d Sin &, C 
dv 


08 ay + YW2 COoS gy Cos pa COSIda 
= A Cosa, + B Cos a, + C Cos a, + D Cosa, . 
Häraf följer 
mn — nm' = A Cos 9, (Cos fp, Cosy, — Cos ya Cos fi) + 
+ A Sin g, (Cos b, Cos y, — Cos ce, Cos py) + 
+ B Sin &, (Cos b, Cos y, — Cos ce, Cos Bb) + 


+ C Cos 9, (Cos B, Cos ce, — Cos y, Cos by) + 


+ D Cos g, (Cos 8, Cos c, — Cos y, Cos ba) - 


Om ytors krökningslinier. Kr 
Af dessa formler fås nu: 
2! Cosa, = 0, 
SKOOG AN, 
Cosa, , Cos p, , Cosy, I 


sö Nm) Cosa, = B Sing, | Cosa, , Cosb,, Coscy I + 


| 
| Cos a, , Cos Pp, , Cos ya 
KOR 1 COS Prat COBY) 


FO COA: COA ös. COB pr s COS Yyl ll 4 


Cos a, , Cos b, , Cosc, 
Cos a, , Cos 8, , Cosy, | 


+ D Cos 9, | Cos a, , Cos Ba, Cosy, 


Cos a, , Cos b, , Cos ce 
Men nu har man 


Casa, , Cos p,, Cosy, 


COR a OS fi GO Ya LER 5 


COSA, SL GOB 01, COS €7. | 
2) 
Cos a, , Cos 8, , CosY, | 


CSM, »!, COS Ba I Cos'ya | = Ib 


te 
se 


Cos av , Cos by, Cos c, 


och således | 
Z(mn — nm) Cos a, = — t, B Sin g, 4 t, C Cos 9, + t, D Cos g, = 
= —t, BSing, + (t, C + t,D) Cos 9, = 


0) 
ct SS + yr Cos g, 


1 12 


178 Om ytors krökningslinier. 
Man får alltså 
SL COSRISIOE, 


Zl Cosa, = — Ww, Cos 9, Sin g, 


(0) 
Z(mh — nm) Cosa, = tt, La + la Wa SE per 


och på liknande sätt 


21 Cosa, = Cos 9, » 


ÅR 3 Cos 9, Nf 
LÖN: TOR ur SN — t, tl, WW, Cos:Q9, SM GG 
ä- ( 4 bad - d- 
Cos ay » 
Z(mn — nm) Cos a, = A Sin g&, Cosas R 
| Cos Up rr | 


= t, Å Sin g&, = — t, w, Cos 9, Sin 9, Sin g, . 
Dessa eqvationer gifva slutligen 


Cosa, = — Ww, Cos 9, Sin gy. 


s? 


mn .— nm 


för , 
+ (4 + ty a Cos g) EE , 


d Cos q, [ 


Cos a, = I Cos q, + (a — ty t, W3 Cos 9, Sin ne 


mn — nm 
s? 


— t, Ww, Cos 9, Sin 9, Sin g, 


då 
s2 — SIP 


(O é å ; 
; ; ERS SS BENEN a VS Kr 

I bokhandeln finnes: 

; Pris kt Sn NG 
Båda delarne i ett band 12 kr. 

fra 
1 4 j 
fa | s é | - G ; ” L 


NANA AN Du Or 


3 0112 017226389 


